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У оквиру овог мастер рада кандидат треба да 

чзвеле жснжвне јелначчне на джјчеа се казчза lattice Boltzmann  

ееижла - лчсдзеина ееижла джја се пзчеењйје й зачйнсджј лчна- 

ечцч флйчла. Таджђе, на жснжвй зазвчјенчх јелначчна, данлчлаи 

изека ла зазвчје сжфивез на казч жве ееижле, джјч ће ежћч нйее- 

зччдч ла счейлчза сизйјања флйчла. У ждвчзй сжфивеза изека 

чеплеееничзаич ч ежгйћнжси спзегнйижг дзеиања сжлчла ч 

флйчла, ежлелчзањее сжлчл-флйчл чниезадцчје. Наджн аналчзе 

пжсижјећчх ееижла джје се пзчеењйјй й счейлацчјаеа дзеиања 

чесичца дзжз дзвне сйлжве, изека йпжзелчич зезйлиаие зазвчје- 

нжг сжфивеза са зезйлиаичеа джјч сй пзчдазанч й лчиезаий- 

зч ч пзжвезчич иачнжси зала пзжгзаеа. 
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Резиме рада 

Ппред стандардних метпда рачунске динамике флуида, ппстпје и друге, дискретне метпде, 

кап штп je lattice Boltzmann (скраћенп LB) метпда. Пва метпда ппсматра флуид кап скуп 

фиктивних честица и прпучаваоем динамике оихпвпг кретаоа, мпделира струјаое флуида 

на макрпскппскпм нивпу. Кпмбинпваоем LB метпде и IBM (енг. Immersed Boundary Method) 

приступа дпбијена је метплпгија за симулираое сплид-флуид интеракције и развијен је 

ппсебан спфтвер у кпме је имплементиран цеп кпнцепт. У пвпм раду приказани су резултати 

симулација некпликп прпблема из пбласти бипмедицине дпбијени применпм пвпг спфтвера. 

Дпбијени резултати су уппређени са резултатима из литературе и дпбијенп је дпбрп 

ппклапаое решеоа, штп пптврђује да се развијени LB сплвер мпже успешнп кпристити за 

симулације струјаоа флуида, са кпмплексним граничним дпменпм и уз спрегнутп кретаое 

честица крпз дпмен флуида. Такпђе, у пвпм раду су принципи GPU прпграмираоа 

примеоени на LB сплвер. Прпграм је паралелизпван и на специјализпванпм Tesla уређају 

ппстигнутп је убрзаое пд чак 20 пута у пднпсу на класичну верзију. Применпм 

паралелизпванпг LB сплвера, све симулације кретаоа сплидних честица у дпмену флуида се 

мпгу пратити интерактивнп. 

Кључне речи: симулације струјаоа флуида, сплид-флуид интеракција, спфтвер на бази LB 

метпде, GPU прпграмираое, паралелизација 

 

Abstract 

In addition to conventional methods of computational fluid dynamics, there are also discrete 

methods, such as lattice Boltzmann (abbreviated LB) method. This method observes fluid as a set 

of fictitious particles and by studying the dynamics of their movements, the fluid flow is modeled 

on the macroscopic level. By combining LB method and IBM (Immersed Boundary Method) 

approach a methodology for simulating solid-fluid interaction is obtained. A special software is 

developed to implement this concept.  This Thesis presents results of simulations of several 

problems in the field of biomedicine that were obtained using the mentioned software. The 

obtained numerical results are in very good agreement with the data found in literature. This 

confirms that the developed LB solver can be successfully used for fluid flow simulations with 

complex boundaries and with coupled solid particle movements through the domain. Also, in this 

Thesis the principles of GPU computing are applied on LB solver. The software is parallelized and 

on a specialized Tesla device it archieved the acceleration of 20 times compared to the classic 

version. By applying the parallelized LB solver, all simulations of solid particle movements in fluid 

domain can be observed interactively. 

Key words: fluid flow simulation, solid-fluid interaction, software based on LB method, GPU 

computing, parallelization 
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𝑷 - тензпр наппна 

𝑝 - притисак 

𝒒 - флукс унутрашое енергије 

𝑺 - тензпр дефпрмације 

𝑇 - температура у Келвинима 

𝑡 - време 

∆𝑡 - временски кпрак 

𝜏 - време релаксације 

𝜏 - мпдификпванп време релаксације 

𝜃 - величина кпја је једнака 𝑘𝐵 𝑇 𝑚  

𝒖 - ппље средое брзине 

𝒖∗ - привремена брзина флуида 

𝑢⊥ - прпјекција вектпра брзине на вектпр нпрмале 𝒏 

𝑢𝑙𝑏  - карактеристична брзина струјаоа 

𝒗 - вектпр брзине 

𝒗𝐶  - брзина центра честице 

𝒗𝑖  - апсцисе Gauss-Hermite-пве квадратуре 

𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  - кппрдинате граничних (Lagrange-пвих) тачака 

𝑿𝑅  - кппрдинате центра масе честице 

𝒙 - вектпр пплпжаја 
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Коришћене скраћенице 

 

BGK - Bhatnagar-Gross-Krook мпдел 

CUDA - Compute Unified Device Architecture 

GBps - Gigabytes per second 

GPU - Graphics Processing Unit 

Kn - Knudsen-пв брпј 

LB - lattice Boltzmann метпда 

Ma - Mach-пв брпј 

MB - Megabytes 

Re - Reynolds-пв брпј 

SRT - 
апрпксимација једнпструкпг времена релаксације (енг. single 

relaxation time approximation) 

St - Stokes-пв брпј 
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1  Увод 

 

 

 

Прпблем симулације струјаоа флуида се мпже нумерички решити применпм ширпкпг 

спектра метпда – метпдпм кпначних елемената, кпначних разлика, кпначних 

запремина. Суштина свих метпда је решаваое Навије-Стпкспвих једначина и дпбијаое 

ппља прпмене брзине и притиска. Ппред пвих стандардних метпда рачунске динамике 

флуида, ппстпје и друге, дискретне метпде, кап штп je lattice Boltzmann (скраћенп LB) 

метпда. Пва метпда ппсматра флуид кап скуп фиктивних честица и прпучаваоем 

динамике кретаоа пвих честица, мпделира се струјаое флуида на макрпскппскпм 

нивпу. Кретаое се мпделира у два пдвпјена кпрака – најпре се мпделирају судари 

честица, а пптпм и оихпва даља прппагација у дефинисанпм дпмену. Највеће 

преднпсти пве метпде су једнпставна имплементација и мпгућнпст паралелизације. 

Такпђе, велика преднпст је штп нема пптребе за решаваоем диференцијалних 

једначина или система једначина.  

LB метпда се успешнп примеоује за симулације струјаоа вишекпмппнентнпг флуида у 

ппрпзним срединама и крпз микрп и нанп канале [1,2], али и у мпделираоу крви, 

укључујући симулације кретаоа ћелија канцера [3], кретаое леукпцита у крвним 

судпвима [4], мпделираое интеракције леукпцита и еритрпцита [5,6,7], кап и у мнпгим 

другим пбластима бипмедицине. 

Ппследоих гпдина мпделираое интеракције сплида и флуида је једна вепма 

интересантна пбласт, кпја је тема мнпгих научних радпва. Исправнп симулираое 

струјаоа флуида, са сплидним честицама кпје се крећу крпз дпмен флуида, 

представља данас један пд највећих изазпва у пбласти рачунске динамике флуида. 

Ппстпји некпликп приступа у мпделираоу кретаоа сплида крпз флуид. Један је 

кпришћеое кппрдинатне трансфпрмације [8], други је кпришћеое ппкретне мреже 

кпначних елемената [9], трећи је примена тзв. ALE фпрмулације (енг. Arbitrary 

Lagrangian Eulerian) [10]. Сваки пд пвих приступа има свпје преднпсти и недпстатке. У 

литератури се кпристи јпш један приступ мпделираоу сплид-флуид интеракције кпји је 

примеоен у пвпм раду – IBM (енг. Immersed Boundary Method).  
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Кпмбинпваое LB метпде и IBM приступа се ппказалп кап ефикасан начин за 

симулираое сплид-флуид интеракције. IB метпду је први развип Peskin [11] и кпристип 

је за симулације струјаоа крви крпз срце. Пва метпда кпристи фиксирану мрежу за 

дпмен флуида и скуп Lagrange-пвих тачака за мпделираое границе дпмена сплида. 

Пснпвна идеја је да се граница сплида третира кап дефпрмабилна, са великпм 

крутпшћу. Свака дефпрмација границе дпвпди дп ппјаве силе кпја тежи да врати 

границу у ппчетну ппзицију. Пва сила се пренпси на чвпрпве фиксиране мреже и на тај 

начин сплид делује на флуид и пбрнутп. Решаваоем система Навије-Стпкспвих 

једначина са сппљашопм силпм за дпмен флуида мпже се симулирати ппстпјаое 

сплида урпоенпг у флуид. Пбјављен је велики брпј радпва у кпјима су применпм IBM 

приступа за мпделираое интеракције сплида и флуида симулирани различити 

прпблеми у пбласти динамике флуида [12,13,14]. У пвпм раду су приказани резултати 

симулација, дпбијени применпм ппсебнп развијенпг спфтвера на бази LB метпде, са 

дпдатнп имплементиранпм IB метпдпм за симулираое сплид-флуид интеракције. 

Дпбијени резултати су уппређени са резултатима из литературе и дпбијенп је дпбрп 

ппклапаое решеоа, штп пптврђује да се развијени LB сплвер мпже успешнп кпристити 

за симулације струјаоа флуида, са кпмплексним граничним дпменпм и уз спрегнутп 

кретаое честица крпз дпмен флуида. 

Мпдерне кпмпјутерске метпде прпрачуна и симулације различитих ппјава, кап штп је 

симулација струјаоа флуида мпгу бити јакп кпмплексне. Рачунарски захтеви пваквих 

апликација су вепма виспки и пптребни су велики рачунарски ресурси да би се 

извршиле такве симулације. Технплпгија данашоих перспналних (CPU) рачунара је 

напредпвала тпкпм гпдина, али какп ппменуте апликације захтевају све више и више 

рачунарских ресурса, мпдерни рачунари тп не мпгу да испрате на пдгпварајући начин. 

Предвиђа се да ће чак два или три пута већа рачунарска снага бити пптребна за будуће 

апликације [15]. Прирпднп решеое су кпмпјутерски кластери (енг. computer clusters). 

Али, пва врста система је вепма скупа, захтева дпдатан прпстпр за складиштеое, 

прпветраваое, климатизацију и електричну струју за напајаое.  

Апликације кпје приказују неке графичке елементе приступају симултанп великпм 

скупу ппдатака. Пвакве апликације пбављају исте пперације на милипнима (или чак и 

већем брпју) тачака (пиксела) истпвременп. NVIDIA је светски ппзнат прпизвпђач 

графичких картица, кпје пмпгућавају рад пваквих графичких апликација. Временпм су 

графичке картице кпмпаније NVIDIA ппстале све прпграмабилније, штп је дпвелп дп 

тпга да NVIDIA представи свпј први GPU уређај (енг. Graphics Processing Unit). У ппчетку, 

GPU уређаји су се кпристили за приказиваое, рендерпваое и растеризпваое слика. 

Ппчеткпм пвпг века, пви уређаји су ппчели да се кпристе у ширпкпм спектру 

апликација ппште намене [16], пд једнпставних израчунаваоа, линеарне алгебре, 

решаваоа система једначина, дп знатнп слпженијих алгпритама. Мнпги научници из 
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различитих пбласти, пре свега из пбласти бипмедицинскпг инжеоеринга, 

електрпмагнетизма, гепдезије и других су ппчели да кпристе GPU уређаје за 

кпмпјутерске симулације, штп је дпвелп дп драстичнпг убрзаоа рада оихпвих 

прпграма. 

С пбзирпм да мпдерне графичке картице, пднпснп GPU уређаји, немају већину 

наведених недпстатака кпмпјутерских кластера, а имају дпбре перфпрмансе, GPU 

уређаји представљају дпбру алтернативу за апликације виспких захтева са аспекта 

рачунарских ресурса. Прпграмираое GPU уређаја спада у пбласт рачунарства кпја се 

назива high performance computing. Збпг велике пппуларнпсти пвпг вида 

прпграмираоа и ширпке примене, уведен је и нпви ппјам – прпграмираое GPU 

уређаја ппште намене (енг. General Purpose GPU programming - GPGPU) . GPU уређаји 

извршавају стптине или чак хиљаде нити (енг. threads) симултанп и самим тим се 

убрзавају прпрачуни и научне симулације. Јпш једна дпдатна преднпст је у тпме штп 

GPU уређај ради кап кппрпцеспр главнпг рачунара. На пвај начин дпдатни рачунарски 

ресурси су дпступни перспналнпм рачунару, а при тпме се не кпристе суперкпмпјутери 

или скупи кластер системи. GPU уређај и перспнални рачунар заједнп чине ефикасан 

систем, а при тпме такпђе није пптребнп унпсити велике измене у ппстпјеће 

кпмпјутерске прпграме, захваљујући ппсебнпј архитектури, п кпјпј ће бити речи у пвпм 

раду. Прпграми кпји су радили и пп некпликп дана или сати, уз ппмпћ GPU уређаја 

раде и дп некпликп десетина пута брже. На тај начин симулације мнпгих прпблема се 

мпгу пратити интерактивнп. 

Ппстпји мнпгп примера успешне примене GPU уређаја, а већина је публикпвана у 

специјализпваним часпписима. Неке пд примена су у пбласти биплпгије [17], 

симулација струјаоа флуида [18], мплекуларне динамике [19], хемијских реакција [20], 

прпцесираоа и анализе медицинских слика [21], мпделираоа земљптреса применпм 

кпначних елемената [22] и другим. У пвпм раду су принципи GPU прпграмираоа 

примеоени на симулацију струјаоа флуида, кпнкретнп на имплементацију lattice 

Boltzmann метпде. Већ ппменути спфтвер развијен на бази LB метпде је паралелизпван 

и на специјализпванпм Tesla уређају ппстигнутп је убрзаое пд чак 20 пута у пднпсу на 

класичну верзију спфтвера, штп знатнп плакшава и убрзава симулације струјаоа 

флуида. Такпђе, применпм паралелизпванпг LB сплвера, све симулације кретаоа 

сплидних честица у дпмену флуида се мпгу пратити интерактивнп. 

Рад је прганизпван на следећи начин. У Ппглављу 2 дате су тепријске пснпве lattice 

Boltzmann метпде, укључујући и ппјединпсти везане за извпђеое пснпвних једначина, 

кап и дпказ да се пве једначине мпгу свести на ппзнату Навије-Стпкспву једначину и 

једначину кпнтинуитета. У Ппглављу 3 пписан је ппступак дискретизације пснпвних 

једначина и дат је кпначни пблик једначина кпје се кпристе при имплементацији LB 
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метпде. Дефинисаое граничних услпва у LB метпди и други детаљи имплементације су 

тема Ппглавља 4, дпк су у Ппглављу 5 пписани приступи мпделираоу сплид-флуид 

интеракције кпришћени у LB сплверу. У Ппглављу 6 су приказани примери и резултати 

дпбијени применпм развијенпг спфтвера. Паралелизација спфтвера је пписана у 

Ппглављу 7. Ппглавље 8 даје кратак закључак целпг рада. 
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2  Извођење континуалне BGK једначине 

 

 

Метпда кпја је предмет пвпг рада, lattice Boltzmann метпда, припада класи прпблема 

такпзваних Cellular Automata (CA). Тп практичнп значи да се физички систем ппсматра 

на идеализпван начин, такп да су време и прпстпр дискретизпвани, пднпснп цеп 

прпстпр је сачиоен пд великпг брпја идентичних ћелија [23]. Дефинише се ппсебна 

функција прппагације, кпја зависи пд стаоа суседних ћелија и идентичнпг је пблика за 

све ћелије. Стаое свих ћелија се ажурира синхрпнизпванп, крпз низ итерација, 

пднпснп у дискретним временским кпрацима. 

Ппсебна врста CA, тзв. lattice-gas automata (LGA) [24] пписује динамику честица кпје се 

крећу и сударају у дискретнпм прпстпрнп-временскпм дпмену. Применпм пвпг мпдела 

се уз пдређена пграничеоа мпже дпбити решеое Навије-Стпкспве једначине, штп 

значи да се мпже кпристити за симулираое ппнашаоа флуида. Преднпсти пве метпде 

су лака имплементација, стабилнпст решеоа, лакп задаваое граничних услпва и 

прирпдна паралелизација. Међутим, мпдел има и дпста недпстатака, кап штп је 

статистичка грешка, ппсебне прпцедуре за псредоаваое да би се дпбиле 

макрпскппске величине и сличнп. 

Једначине на кпјима се заснива lattice Boltzmann метпда се мпгу извести на пснпву 

једначина LGA мпдела. Циљ развпја нпве LB метпде је бип управп да се птклпне 

ппменути недпстаци LGA мпдела и да се такп ппбпљшани мпдел мпже лакше 

примеоивати за мпделираое струјаоа флуида. LGA мпдел се дефинише мрежпм 

ћелија (енг. lattice - решетка), а сваки чвпр мреже је дефинисан једнпм прпменљивпм 

Boolean типа. За разлику пд LGA мпдела, кпд LB мпдела је теприја са Boolean брпјева 

прпширена на реалне брпјеве [25], такп да се у свакпм чвпру мреже дефинише реални 

брпј, пднпснп честична функција расппделе. На тај начин је ппстигнутп да LB метпда 

има већу нумеричку тачнпст и буде ефикаснија.  

Међутим, ппстпји јпш један начин извпђеоа једначина LB метпде, а тп је директнп 

извпђеое из кпнтинуалне Boltzmann-пве једначине. Управп тај приступ је пписан у 

наставку пвпг ппглавља. Најпре је дефинисана пплазна једначина, а пптпм су извршене 

пптребне трансфпрмације да би се дпбип пблик ппгпдан за даљу дискретизацију и кпји 

се мпже свести на систем једначина кпје се кпристе у рачунскпј динамици флуида – 

једначину кпнтинуитета и Навије-Стпкспву једначину. 
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2.1 Boltzmann-пва једначина 

 

Кап штп је већ ппменутп у увпднпм делу ппглавља, Lattice Boltzmann метпда не мпра 

бити изведена јединственп из LGA метпде. Ппстпји једнпставнији ппступак извпђеоа, 

кпји се иначе чешће кпристи у пракси и мпже се срести у литератури [26,27]. Тај 

ппступак укључује трансфпрмацију Boltzmann-пве једначине, кпја важи за кпнтинуум. 

Boltzmann-пва једначина је парцијална диференцијална једначина кпја пписује 

ппнашаое и кретаое честица у прпстпру на пснпву функције расппделе 𝑓. Пва 

функција расппделе је дефинисана такп да вреднпст 𝑓(𝒙, 𝒗, 𝑡) представља верпватнпћу 

да се честица налази унутар елемента 𝑑𝑥 𝑑𝑣 пкп тачке (𝒙, 𝒗), у тренутку 𝑡. При тпме се 

са 𝒙 i 𝒗 пзначавају вектпр пплпжаја и вектпр брзине честице, респективнп. 

Увпђеое пвакве функције је билп неппхпднп јер се у пквиру једнпг дпмена ппсматра 

велики брпј честица, кпје интерагују крпз међуспбне сударе. Када би се ппсматрала 

свака честица ппјединачнп, тп би значилп праћеое флуида на микрпскппскпм нивпу. 

Са једне стране, тп би билп практичнп немпгуће, а са друге стране, за прпблеме 

динамике флуида далекп је битније ппсматрати прпмене у систему на макрпскппскпм 

нивпу. Збпг тпга се у симулацијама LB метпдпм кпристи ппменута функција расппделе, 

кпја се другачије назива и функција расппделе маса честица. Мпже се јпш дефинисати 

такп да 

𝑓 𝒙, 𝒗, 𝑡  𝑑3𝑥 𝑑3𝑣 (2.1) 

 

представља укупну масу честица кпје се налазе у запремини 𝑑3𝑥 пкп тачке 𝒙 и кпје 

имају брзину унутар 𝑑3𝑣 пкп брзине 𝒗 у тренутку 𝑡. Пваква дефиниција важи акп мали 

елемент 𝑑3𝑥 𝑑3𝑣 садржи велики брпј честица, штп кап штп је већ ппменутп пвде јесте 

случај. 

Акп се узму у пбзир сппљашое силе, прекп вектпра сппљашоих сила 𝒈, мпже се 

написати једначина баланса функције расппделе - Boltzmann-пва једначина: 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝒗

𝜕𝑓

𝜕𝒙
+
𝒈

𝑚
⋅
𝜕𝑓

𝜕𝒗
= Ω 

(2.2) 

 
где је са Ω пзначен интеграл судара или пператпр судара (енг. collision operator), кпји 

представља прпмену функције расппделе услед судара честица. 
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Boltzmann-пва једначина је нелинеарна интегрп-диференцијална једначина, кпја је 

тешкп решива, акп су у питаоу велике запремине и велики брпј честица. 

Пператпр судара Ω представља квадратну функцију пд 𝑓 (ппштп се разматрају самп 

бинарни судари – претппставка је да се у једнпм тренутку у некпм прпстпру мреже 

сударају самп две честице истпвременп). Какп је пва функција јакп кпмплекснпг 

пблика, увпди се ппједнпстављени мпдел, кпји су предлпжили Bhatnagar, Gross и Krook 

[28]. Уведена је претппставка да је ефекат судара честица такав да дпвпди флуид 

„ближе“ равнптежнпм стаоу. Пвај мпдел је ппзнат кап апрпксимација једнпструкпг 

времена релаксације (енг. single relaxation time approximation) или Bhatnagar-Gross-

Krook (BGK) мпдел. Пператпр Ω је дефинисан на следећи начин: 

Ω = −
1

𝜏
(𝑓 − 𝑓(0)) 

(2.3) 

 

где је 𝜏 време релаксације (прпсечнп време кпје прптекне између 2 судара), а 𝑓(0) 

равнптежна функција расппделе, тзв. Maxwell-Boltzmann-пва функција расппделе. 

Maxwell-Boltzmann-пва функција расппделе верпватнпће је преузета из статистичке 

механике, где се кпристи да би се пдредиле брзине мплекула. Иначе, пвај принцип се 

пднпси на гаспве, али је већ наппменутп да се LB метпда заснива на принципима кпји 

важе за гаспве и да се увпђеоем пдређених пграничеоа примеоују у динамици 

флуида. Кпришћеое једне статистичке метпде за пдређиваое неких величина је 

неппхпднп затп штп су димензије честица кпје чине флуид и чије се кретаое и 

интеракције разматрају инфинитезималнп мале. Акп би требалп пратити сваку честицу 

ппјединачнп, у великпм прпстпрнпм дпмену, тп би захтевалп велики брпј пперација, 

кпји чак ни савремени рачунари не би мпгли да ураде у некп разумнп време. Такпђе, у 

пваквим случајевима дплази дп изражаја ХајзеLBергпв принцип непдређенпсти – какп 

се ппвећава брпј честица у ппсматранпм прпстпрнпм дпмену, није мпгуће дпвпљнп 

тачнп пдредити ппзицију и брзину сваке пд честица. А ппштп је пвакав вид праћеоа 

неппхпдан, увпди се статистичка репрезентација кпја испуоава наведене услпве. 

Извпђеое Maxwell-Boltzmann-пве функције расппделе је пвде изпстављенп, а мпже се 

наћи у литератури [29,30]. Кпначан израз равнптежне функције расппделе гласи: 

𝑓 0  𝒙, 𝒗, 𝑡 =
𝜌(𝒙, 𝑡)

(2𝜋 𝜃(𝒙, 𝑡))𝐷/2
exp −

(𝒖 𝒙, 𝑡 − 𝒗)2

2 𝜃(𝒙, 𝑡)
  (2.4) 

 
У пвпм изразу: 

 𝐷 је брпј физичких димензија (𝐷 = 3 за трпдимензипнални прпстпр) 

 𝜃 =  𝑘𝐵 𝑇 𝑚   
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 𝑘𝐵 = 1,38 ∙ 10−23 𝐽

𝐾
   је Boltzmann-пва кпнстанта 

 𝑇 је апсплутна температура у Келвинима (K) 

 𝑚 је маса честице (у даљем тексту, сматра се да је 𝑚 = 1) 

Кпначнп, BGK мпдел Boltzmann-пве једначине, кпји важи за кпнтинуум, дефинисан је 

следећпм једначинпм: 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝒗

𝜕𝑓

𝜕𝒙
+ 𝒈

𝜕𝑓

𝜕𝒗
= −

1

𝜏
(𝑓 − 𝑓(0)) (2.5) 

 

2.2 Дефинисаое макрпскппских величина  

 

LB метпда пписује флуид на мплекуларнпм нивпу, а карактеристике флуида са аспекта 

кпнтинуума су имплицитнп садржане у сампм мпделу. Функција расппделе, кап главна 

карактеристика струјаоа ппсматранпг на микрпскппскпм нивпу и пснпвна величина 

кпја се пдређује у LB симулацијама, кпристи се за пдређиваое макрпскппских 

величина кпје дефинишу струјаое флуида. Густина и кпличина кретаоа се пдређују 

израчунаваоем следећих интеграла: 

𝜌 𝒙, 𝑡 =  𝑑𝒗 𝑓(𝒙, 𝒗, 𝑡) (2.6) 

𝑗 𝒙, 𝑡 = 𝜌𝒖 =  𝑑𝒗 𝒗 𝑓(𝒙, 𝒗, 𝑡) (2.7) 

 

Интеграција се врши на целпм дпмену брзине. У гпроим изразима, 𝒖 представља 

ппље средое брзине. 

Пстале макрпскппске величине се рачунају кап функције вишег степена, па се ради 

прегледнпсти не пишу у функцији средое брзине, већ прекп пдступаоа пд средое 

брзине. Збпг тпга се и увпди ппјам микрпскппске брзине, кап ппље пдступаоа пд 

средое брзине. 

𝒄 𝒙, 𝒗, 𝑡 = 𝒗 − 𝒖(𝒙, 𝑡) (2.8) 
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Сада се густина унутрашое енергије (енг. internal energy density) мпже изразити на 

следећи начин: 

𝜌𝜖 =  
1

2
  𝑑𝒄 𝒄2𝑓(𝒙, 𝒗, 𝑡) (2.9) 

где је 𝒄2 =   𝒄 2 

У складу са једначинпм кпја важи за једнпамтпмски гас, и у случају флуида кпји се 

разматра на пвај начин, унутрашоа енергија се следећпм једначинпм мпже ппвезати 

са температурпм: 

𝜖 =  
𝐷

2
𝜃 

(2.10) 

 
Пднпснп: 

𝜌𝜖 =  
𝐷

2
𝜌𝜃 (2.11) 

 

Ппред пвих величина, пптребнп је дефинисати јпш две величине кпје фигуришу у 

закпнима пдржаоа, кпји ће детаљније бити разматрани у наставку ппглавља. Једна пд 

тих величина је тензпр наппна, кпји се дефинише на следећи начин: 

𝑷 =   𝑑𝒄 𝒄𝒄 𝑓 (2.12) 

 

где је 𝒄𝒄 тензпрски прпизвпд 𝒄 и 𝒄. 

Друга величина је флукс унутрашое енергије 𝒒: 

𝒒 =  
1

2
  𝑑𝒄 𝒄𝒄2𝑓 (2.13) 

 
На пснпву тензпра наппна, мпгуће је пдредити и хидрпстатички притисак (кпји је 

ппвезан и са унутрашопм енергијпм): 

𝑝 =  
𝑷𝑖𝑖

𝐷
=  

2𝜌𝜖

𝐷
 (2.14) 

 
Кпришћеоем израза (2.11), дплази се дп једначине стаоа идеалнпг гаса: 

𝑝 =  𝜌𝜃 (2.15) 
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2.3 Дефинисаое закпна пдржаоа 

 

Применпм ппсебне прпцедуре псредоаваоа кпју је пписап Malaspinas [27], мпгуће је 

из једначине (2.5) дпбити ппзнате закпне пдржаоа. Најпре се мпже дпбити закпн 

пдржаоа масе (једначина кпнтинуитета): 

𝜕

𝜕𝑡
 𝜌 +  

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝒖 =  0 (2.16) 

 
Затим се мпже дпбити закпн пдржаоа кпличине кретаоа: 

𝜕

𝜕𝑡
 𝜌𝒖 +  

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝒖𝒖  − 

𝜕𝑷

𝜕𝒙
=  𝜌𝒈 (2.17) 

 

Пднпснп, акп се примени једначина кпнтинуитета, закпн пдржаоа кпличине кретаоа 

гласи: 

𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
−
𝜕𝑷

𝜕𝒙
= 𝜌𝒈  (2.18) 

 

где 
𝑑

𝑑𝑡
 представља тптални диференцијал.  

Трећи једначина, кпја дефинише закпн пдржаоа енергије, гласи: 

𝜕

𝜕𝑡
 𝜌𝜖 +  

1

2
𝜌𝒖2 +

𝜕

𝜕𝒙
⋅  𝑢  𝜌𝜖 +  

1

2
𝜌𝒖2 +  𝑷 ⋅ 𝒖 + 𝒒 = 0 (2.19) 

 

Акп се примене закпни пдржаоа кпличине кретаоа и једначина кпнтинуитета, дпбија 

се сређени израз закпна пдржаоа енергије: 

𝜌
𝑑𝜖

𝑑𝑡
+  𝑷

𝜕

𝜕𝒙
 𝒖 +

𝜕

𝜕𝒙
𝒒 = 0 (2.20) 

 

На пвај начин су дпбијени закпни пдржаоа масе, кпличине кретаоа и енергије. Да би 

пвај систем једначина бип пптпун, неппхпднп је дефинисати кпнститутивне релације за 

тензпр наппна и флукс унутрашое енергије. 



Мастер рад  2  Извпђеое кпнтинуалне BGK једначине 

   

Тијана Ђукић   

 
11 

Један пд начина да се дпбију пптребне једначине је да се једначина (2.7) прпјектује на 

Hermite-пву базу (енг. Hermite polynomials basis projection) и да се пнда анализирају 

дпбијени изрази. Пву прпцедуру је први предлпжип и спрпвеп Grad [31,32]. У пвпм 

раду неће бити пписани сви детаљи пвпг ппступка, већ самп пснпвне једначине, кпје су 

пптребне да би се разумеп кпнцепт LB метпде. Такпђе, каснија извпђеоа наведена у 

пвпм раду се надпвезују на неке величине дефинисане у ппменутпм ппступку, такп да 

је ради бпљег разумеваоа неппхпднп украткп пбјаснити пвај ппступак, а детаљи се 

мпгу наћи у литератури [26,33]. 

 

2.4 Прпјектпваое на Hermite-пву базу 

 

Прпјекција функције расппделе брзина на Hermite-пву пплинпмску базу дата је 

следећпм једначинпм: 

𝑓 𝒙, 𝒗, 𝑡 =  𝜔 𝒗  
1

𝑛!
ℋ𝜶

 𝑛 (𝒗)𝑎𝜶
 𝑛 (𝒙, 𝑡)

∞

𝑛=0

 (2.21) 

 

Наппмена: У наставку рада биће кпришћена индексна нптација кпја се кпристи и у 

литератури, ради усаглашенпсти и лакшег праћеоа ппступка извпђеоа. 

У изразу (2.21): 

𝜔 𝒗  је тежинска функција 

ℋ𝜶
 𝑛  и 𝑎𝜶

 𝑛  представљају Hermite-пв пплинпм степена 𝑛 и кпефицијент 

експанзије степена 𝑛, респективнп 

𝜶 је вектпрски индекс; 𝜶 = (𝛼1, 𝛼2 , … 𝛼𝑛), при тпме важи Einstein-пва 

кпнвенција п сабираоу пп ппнпвљеним индексима. 

 

Rodrigues-пва фпрмула дефинише Hermite-пв пплинпм степена 𝑛, у D-димензипнпм 

прпстпру: 

ℋ(𝑛) =  
(−1)𝑛

𝜔(𝒗)

𝜕𝑛

𝜕𝑣𝛼
𝜔(𝒗) (2.22) 
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Тежинска функција 𝜔(𝒗) се дефинише: 

𝜔 𝒗 =  
1

(2𝜋)𝐷/2
exp −

𝑣2

2
  (2.23) 

 

Кпефицијент експанзије се дефинише: 

𝑎𝜶
 𝑛  𝒙, 𝑡 =   𝑑𝒗 𝑓(𝒙, 𝒗, 𝑡)ℋ𝜶

 𝑛 (𝒗) (2.24) 

Да би се дпбиле жељене макрпскппске једначине, ппступкпм кпји је предлпжип Grad, 

дпвпљнп је пдредити 5 величина: 𝜌, 𝜌𝒖, 𝜌𝜖, 𝑷 и 𝒒. Збпг тпга се претхпднп дефинисани 

кпефицијенти рачунају дп степена 4.  

На пснпву фпрмуле (2.22), дпбијају се Hermite-пви пплинпми дп степена 4: 

ℋ(0) = 1 (2.25) 

ℋ𝛼
(1)

= 𝑣𝛼  (2.26) 

ℋ𝛼𝛽
(2)

= 𝑣𝛼𝑣𝛽 − 𝛿𝛼𝛽  (2.27) 

ℋ𝛼𝛽𝛾
(3)

= 𝑣𝛼𝑣𝛽𝑣𝛾 − (𝛿𝛼𝛽𝑣𝛾 +  𝛿𝛼𝛾𝑣𝛽 +  𝛿𝛽𝛾 𝑣𝛼) (2.28) 

ℋ𝛼𝛽𝛾𝜉
 4 = 𝑣𝛼𝑣𝛽𝑣𝛾𝑣𝛿 −  𝛿𝛼𝛽𝑣𝛾𝑣𝛿 + 𝛿𝛼𝛾𝑣𝛽𝑣𝛿 + 𝛿𝛼𝛿𝑣𝛽𝑣𝛾 +  

+𝛿𝛽𝛾 𝑣𝛼𝑣𝛿 + 𝛿𝛽𝛿 𝑣𝛼𝑣𝛾 + 𝛿𝛾𝛿𝑣𝛼𝑣𝛽 ) + 

+ 𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿 + 𝛿𝛼𝛾𝛿𝛽𝛿 + 𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾   

(2.29) 

 

Акп се у ппшту једначину за кпефицијент експанзије замене макрпскппске величине 

(дефинисане једначинама (2.6), (2.7) и (2.12)) дпбијају се следеће једначине за 

кпефицијенте дп степена 4: 

𝑎(0) = 𝜌 (2.30) 

𝑎𝛼
(1)

= 𝜌𝑢𝛼  (2.31) 

𝑎𝛼𝛽
(2)

= 𝑃𝛼𝛽 + 𝜌(𝑢𝛼𝑢𝛽 − 𝛿𝛼𝛽 ) (2.32) 

𝑎𝛼𝛽𝛾
(3)

= 𝑄𝛼𝛽𝛾 + 𝑢𝛼𝑎𝛽𝛾
(2)

+ 𝑢𝛽𝑎𝛼𝛾
(2)

+ 𝑢𝛾𝑎𝛼𝛽
(2)

+  1 − 𝐷 𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽𝑢𝛾  (2.33) 
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𝑎𝛼𝛽𝛾𝛿
(4)

= 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 −  𝑃𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿 + 𝑃𝛼𝛾𝛿𝛽𝛿 + 𝑃𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾 + 𝑃𝛽𝛾 𝛿𝛼𝛿 + 𝑃𝛽𝛿 𝛿𝛼𝛾 + 𝑃𝛾𝛿𝛿𝛼𝛽     

+  𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿 + 𝛿𝛼𝛾𝛿𝛽𝛿 + 𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾   
(2.34) 

 

где су 𝑸 и 𝑹 дати изразима: 

𝑸 =   𝑑𝒄 𝒄𝒄𝒄 𝑓 (2.35) 

𝑹 =   𝑑𝒄 𝒄𝒄𝒄𝒄 𝑓 (2.36) 

 
а притпм су 𝒄𝒄𝒄 и 𝒄𝒄𝒄𝒄 тензпрски прпизвпди 𝒄 са самим спбпм. 

Величина дефинисана једначинпм (2.35) назива се тензпр флукса унутрашое енергије 

и ппвезана је са већ дефинисаним флукспм унутрашое енергије 𝒒 релацијпм: 

𝑞𝛼 =  𝑄𝛼𝛽𝛽  (2.37) 

 
Кап штп се мпже видети из једначине (2.21), прпјекцијпм на Hermite-пву базу функција 

расппделе се развија у бескпначан ред. Међутим, већ је наведенп да у макрпскппским 

једначинама дефинисаним у ппглављу 2.3 фигурише самп 5 величина. Стпга се мпже 

извести закључак да се мпгу занемарити чланпви ппсле пдређенпг степена. Тиме се 

функција расппделе „скраћује“, пднпснп губе се пдређене инфпрмације кпје је 

пригинална функција расппделе садржала. Али, мпже се ппказати да те инфпрмације 

заправп и нису неппхпдне за симулације струјаоа флуида. 

У складу са пвим закључцима, функција расппделе се мпже записати на следећи 

начин: 

𝑓 𝒙, 𝒗, 𝑡 ≅ 𝑓𝑁 𝒙, 𝒗, 𝑡 =  𝜔 𝒗  
1

𝑛!
ℋ𝜶

 𝑛 (𝒗)𝑎𝜶
 𝑛 (𝒙, 𝑡)

𝑁

𝑛=0

 (2.38) 

 
при чему се сви чланпви реда вишег пд 𝑁 занемарују. 

У литератури је ппказанп да акп се узме да је 𝑁 = 4, из BGK једначине се мпгу извести 

Навије-Стпкспве једначине за стишљив термални флуид [27]. Сличнп, акп се изврши 

скраћиваое дп реда 3, дпбијају се идентичне једначине пдржаоа масе и кпличине 

кретаоа, кап у претхпднпм случају. Али, губитак инфпрмација из функције расппделе 

дпвпди дп тпга да једначина пдржаоа енергије није више идентична и више не мпже 
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дпвпљнп тачнп да симулира тпплптна струјаоа. Пваква фпрмулација ипак сасвим 

реалнп мпже да репрезентује изптермална струјаоа стишљивпг флуида.  

Скраћиваоем реда дп степена 2 дпбија се најчешће кпришћен lattice Boltzmann мпдел. 

Пвај мпдел важи самп за изптермалне и слабп стишљиве флуиде. Најчешће се кпристи 

збпг тпга штп репрезентује и најчешће кпришћен пблик Навије-Стпкспвих једначина у 

рачунскпј динамици флуида. У наставку пвпг рада извпђеое ће бити спрпведенп 

управп за пвај мпдел – за изптермалнп струјаое нестишљивпг флуида.  

 

Сада се мпже дефинисати и равнптежна функција расппделе, развијена у ред: 

𝑓0 =  𝜔  
1

𝑛!
ℋ𝜶

 𝑛 𝑎0𝜶
 𝑛 

𝑁

𝑛=0

 
(2.39) 

 

где су кпефицијенти 𝑎0𝜶
 𝑛  дефинисани једначинпм: 

𝑎0𝜶
 𝑛 =  𝑑𝒗 𝑓(0)ℋ𝜶

 𝑛  (2.40) 

 

У пвпм изразу (и у свим наредним изразима) 𝑁 = 2, кап штп је већ наглашенп.  

Кпефицијенти 𝑎0
 𝑛  се мпгу лакп пдредити применпм Гауспве интеграције и заменпм 

израза за макрпскппске величине: 

𝑎0
 0 =  𝜌 (2.41) 

𝑎0𝛼
 1 =  𝜌𝑢𝛼  (2.42) 

𝑎0𝛼𝛽
 2 =  𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽 + 𝜌 𝜃 − 1 𝛿𝛼𝛽  (2.43) 

 

Какп се у пвпм мпделу температура не узима у пбзир (разматра се струјаое 

нестишљивпг, изптермалнпг флуида), закпн пдржаоа енергије нема никакав утицај и 

узима се да је  𝜃 = 1. Такп да кпефицијент 𝑎0𝛼𝛽
 2  има пблик: 

𝑎0𝛼𝛽
 2 =  𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽  (2.44) 
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Заменпм вреднпсти кпефицијената 𝑎0
 𝑛 , кап и Hermite-пвих пплинпма дефинисаних у 

претхпднпм ппглављу, дпбија се кпначни израз за функцију расппделе: 

𝑓(0) =  𝜔𝑖𝜌  1 + 𝒗 ⋅ 𝒖 +
1

2
ℋ𝛼𝛽

(2)
𝑢𝛼𝑢𝛽  

(2.45) 

 

2.5 Chapman-Enskog растављаое 

 

Дп сада су изведени сви пптребни изрази и сада се пни кпристе за прпјектпваое целе 

BGK једначине на Hermite-пву базу, а пптпм се кпришћеоем Chapman-Enskog 

растављаоа величине у дпбијенпј једначини растављају на сабирке, такп да се дпбију 

пптребни изрази за флукс унутрашое енергије и тензпр наппна.  

BGK једначина, кап штп је већ изведенп, гласи:  

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝒗

𝜕𝑓

𝜕𝒙
+ 𝒈

𝜕𝑓

𝜕𝒗
= −

1

𝜏
(𝑓 − 𝑓(0)) 

(2.46) 

 

Д а би се пва једначина успешнп прпјектпвала на Hermite-пву базу, пптребнп је 

трансфпрмисати парцијалне извпде пп кппрдинатама и брзинама. Ппсле 

трансфпрмације, дпбијају се следећи изрази: 

 𝑑𝒗 ℋ𝜶
 𝑛 𝒗 ∇𝒙𝑓 =  ∇𝒙𝑎𝜶

(𝑛)
+ (∇𝒙𝑎𝜶

 𝑛−1 +  𝑝𝑒𝑟𝑚) (2.47) 

𝐹 𝑣 ≡  𝑑𝒗  𝒈 ⋅ ∇𝒗  ℋ𝜶
 𝑛 𝑓 =  𝒈 𝑎𝜶

 𝑛−1 + 𝑝𝑒𝑟𝑚  (2.48) 

где 𝐹 представља израз за силу, „perm“ пзначава све пермутације индекса, а ∇ је 

пператпр дивергенције. 

Акп се најпре претппстави да је функција расппделе једнака равнптећнпј вреднпсти 

функције расппделе, BGK једначина дпбија пблик: 

𝜕𝑓(0)

𝜕𝑡
+ 𝒗

𝜕𝑓(0)

𝜕𝒙
− 𝐹𝑒𝑞 = 0 

(2.49) 

где је 𝐹𝑒𝑞  дефинисанп: 

𝐹𝑒𝑞 =  𝒈 𝑎0𝜶
 𝑛−1 

+ 𝑝𝑒𝑟𝑚  (2.50) 
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Кпришћеоем једначина (2.47) и (2.48), прпјекција једначине (2.49) на Hermite-пву базу 

са пплинпмима 𝑛 има пблик: 

𝜕𝑎0
(𝑛)

𝜕𝑡
+ ∇𝒙𝑎0

(𝑛+1)
+  ∇𝒙𝑎𝜶

 𝑛−1 +  𝑝𝑒𝑟𝑚 −  𝒈 𝑎0𝜶
 𝑛−1 + 𝑝𝑒𝑟𝑚 = 0 (2.51) 

 

Заменпм вреднпсти кпефицијената 𝑎  за 𝑛 = 0 и 𝑛 = 1, дпбијају се две пснпвне 

једначине рачунске динамике флуида – закпни пдржаоа масе и кпличине кретаоа:  

𝜕

𝜕𝑡
 𝜌 +  

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝒖 =  0 (2.52) 

𝜕

𝜕𝑡
 𝜌𝒖 +  

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝑰 + 𝜌𝒖𝒖 = 𝜌𝒈 (2.53) 

 

Ппчетна апрпксимација у пвпј анализи (да је 𝑓 =  𝑓(0)) није прихватљива за кпначнп 

извпђеое. Наиме, применпм пве апрпксимације дпбијају се  Euler-пве једначине, а 

циљ извпђеоа је да се дпбију Навије-Стпкспве једначине. Затп се дефиниција функције 

расппделе 𝑓 меоа и сматра се да 𝑓 није једнакп 𝑓(0), већ је врлп близу те вреднпсти, 

пднпснп, важи једнакпст: 

𝑓 =  𝑓(0) + 𝑓(1), при чему је  𝑓(1) ≪ 𝑓(0) (2.54) 

 

Сада је пптребнп пдредити „ред величине“ 𝑓(1). Увпде се две нпве величине - 𝐿 је 

карактеристична дужина ппсматранпг дпмена, а 𝑐𝑠 је карактеристична брзина честица, 

кпја се јпш назива и брзина звука у јединицама мреже (енг. lattice units). 

Карактеристична брзина се мпже изразити на следећи начин: 

𝑐𝑠 ∼  𝑘𝐵𝑇 𝑚 =  𝜃 (2.55) 

 
Лева страна једначине (2.46) се сада мпже апрпксимирати: 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
~
𝑐𝑠
𝐿
𝑓 = −

1

𝜏
 𝑓 − 𝑓 0   

(2.56) 

 

Заменпм израза (2.65) у пву једначину, дпбија се: 

𝑓 0 ~ −
𝐿

𝑐𝑠𝜏
𝑓(1) (2.57) 

 

при чему је узет у пбзир већ наведени услпв да је 𝑓(1) ≪ 𝑓(0). 
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Са 𝑙 = 𝑐𝑠𝜏 пзначен је средои слпбпдни пут честица (прпсечни пут кпји честица пређе 

између 2 судара). Knudsen-пв брпј дефинише се кап 𝐾𝑛 =
𝑙

𝐿
 – пднпс средоег слпбпднпг 

пута честица и карактеристичне дужине. Јаснп је да 𝑓(1) мпра бити прпппрципналнп 

Knudsen-пвпм брпју. Затп је битнп нагласити да целпкупни приступ и BGK мпдел 

заправп важе у пбласти малпг Knudsen-пвпг брпја. 

Акп се даље рачуна 𝑓(1) из следеће једначине: 

𝜕𝑓(0)

𝜕𝑡
+ 𝒗

𝜕𝑓(0)

𝜕𝒙
− 𝐹𝑒𝑞 = −

1

𝜏
𝑓(1) 

(2.58) 

 

и акп се ппнпвп кпристи прпјекција на Hermite-пву базу, дпбија се: 

−
1

𝜏
𝑎1

(𝑛)
=
𝜕𝑎0

(𝑛)

𝜕𝑡
+ ∇𝒙𝑎0

(𝑛+1)
+  ∇𝒙𝑎𝜶

 𝑛−1 +  𝑝𝑒𝑟𝑚 −  𝒈 𝑎0𝜶
 𝑛−1 + 𝑝𝑒𝑟𝑚  

(2.59) 

 

где је 𝑎1𝛼
(𝑛)

 датп изразпм: 

𝑎1𝛼
(𝑛)

=  𝑑𝒗 𝑓(1) ℋ𝜶
 𝑛  (2.60) 

 

Кап штп се мпже видети из једначина (2.41) – (2.44), кпефицијенти 𝑎0
(𝑛)

 представљају 

функције густине 𝜌 и кпличине кретаоа 𝒋 = 𝜌𝒖. Акп се узму у пбзир једначине 

пдржаоа масе и кпличине кретаоа (2.52) и (2.53), парцијални извпд кпефицијента 𝑎0
(𝑛)

 

пп времену се мпже трансфпрмисати на следећи начин: 

𝜕𝑎0
 𝑛 

𝜕𝑡
=
𝜕𝑎0

 𝑛 

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝑎0

 𝑛 

𝜕𝒋

𝜕 𝜌𝒖 

𝜕𝑡
= 

= −
𝜕𝑎0

 𝑛 

𝜕𝜌

𝜕 𝜌𝒖 

𝜕𝒙
+
𝜕𝑎0

 𝑛 

𝜕𝒋
⋅  𝜌𝒈 −

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝑰 + 𝜌𝒖𝒖   

(2.61) 

 

На пснпву већ наведених израза за кпефицијенте 𝑎0
(𝑛)

 (једначине (2.41) – (2.44)), лакп је 

пдредити парцијалне извпде пп 𝜌 и 𝒋: 

𝜕𝑎0
 0 

𝜕𝜌
= 1 ;     

𝜕𝑎0𝛼
 1 

𝜕𝜌
= 0 ;     

𝜕𝑎0𝛼𝛽
 2 

𝜕𝜌
= −𝑢𝛼𝑢𝛽 − 𝛿𝛼𝛽  (2.62) 

𝜕𝑎0
 0 

𝜕𝑗𝛼
= 0 ;     

𝜕𝑎0𝛼
 1 

𝜕𝑗𝛽
= 𝛿𝛼𝛽  ;     

𝜕𝑎0𝛼𝛽
 2 

𝜕𝑗𝛾
= 𝛿𝛼𝛾𝑢𝛽 + 𝛿𝛽𝛾𝑢𝛼  (2.63) 
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С пбзирпм на сва пва претхпдна извпђеоа, једнпставнп је сада пдредити све 

кпефицијенте 𝑎1
(𝑛)

: 

𝑎1
(0)

= 𝑎1𝛼
(1)

= 𝑎1𝛼𝛼
(2)

= 0 (2.64) 

𝑎1𝛼𝛽
(2)

= −2𝜏𝜌𝑆𝛼𝛽  (2.65) 

 

где је тензпр дефпрмације дефинисан кап: 

𝑆𝛼𝛽 =
1

2
 𝑢𝛽 ,𝛼 + 𝑢𝛼,𝛽  (2.66) 

 

Наппмена: У гпре наведенпм изразу 𝑢𝛼,𝛽  пзначава парцијални извпд 
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
. 

Треба пбратити ппсебну пажоу на израчунаваое кпефицијента 𝑎1𝛼𝛽
(2)

. Акп се извпди 

ппступнп, израз за кпефицијент 𝑎1𝛼𝛽
(2)

 гласи: 

−
1

𝜏
𝑎1𝛼𝛽

(2)
= 2𝜌𝑆𝛼𝛽 −  𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽𝑢𝛾 ,𝛾

= 2𝜌𝑆𝛼𝛽 + 𝒪 𝑀𝑎3  (2.67) 

такп да се практичнп занемарују чланпви вишег реда.  

У пвпм изразу, Ma представља Mach-пв брпј, кпји се дефинише кап пднпс 

карактеристичне брзине флуида и „брзине звука“ 𝑐𝑠. 

𝑀𝑎 =
𝑢

𝑐𝑠
 (2.68) 

 
Кпришћеоем апрпксимације да је у пквиру LB симулација Mach-пв брпј мали, чланпви 

вишег реда у једначини (2.67) се мпгу занемарити и на тај начин се дпбија већ 

написани израз (2.65). 

Кап ппследица апрпксимације да је струјаое у пбласти малих Mach брпјева, дпбија се 

кпначан израз за ванравнптежну функцију расппделе 𝑓(1) (енг. “off-equilibrium” part): 

𝑓(1) = −𝜏𝜌ℋ𝑖𝛼𝛽
 2 𝑆𝛼𝛽  (2.69) 

 

Да би се дпбип пптпун систем једначина, и даље је пптребнп пдредити тензпр наппна 

𝑷 и флукс 𝒒. Већ је наглашенп да се у пвпм раду разматра струјаое изптермалнпг 
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нестишљивпг флуида, па се збпг тпга утицај температуре занемарује. Самим тим више 

није пптребнп пдређивати флукс 𝒒, јер је пн и иначе изпстављен из система једначина. 

Применпм истпг принципа растављаоа, кпји је већ кпришћен приликпм израчунаваоа 

функције расппделе, тензпр наппна се мпже 

Primenom istog principa Chapman-Enskog rastavljanja, koji je ved korišden prilikom 

izračunavanja funkcije raspodele, tenzor napona se može rastaviti na 2 komponente: 

𝑃 = 𝑃(0) + 𝑃(1) (2.70) 

 

На пснпву једначине (2.12), трансфпрмацијама се дпбија: 

𝑃𝛼𝛽
(𝑛)

=  𝑑𝒗  ℋ𝛼𝛽
 2 −ℋ𝛼

 1 𝑢𝛽 −ℋ𝛽
 1 𝑢𝛼 +  𝛿𝛼𝛽 + 𝑢𝛼𝑢𝛽 ℋ

(0)  𝑓(𝑛) (2.71) 

 

Заменпм 𝑛 = 0, дпбија се: 

𝑃𝛼𝛽
(0)

= 𝜌𝛿𝛼𝛽  (2.72) 

Заменпм 𝑛 = 1, дпбија се: 

𝑃𝛼𝛽
(1)

=  𝑑𝒗 ℋ𝛼𝛽
 2 𝑓(1)  (2.73) 

 

На пснпву већ пдређене вреднпсти 𝑓(1) (дефинисане једначинпм (2.69)), дпбија се: 

𝑃𝛼𝛽
(1)

= −2𝜏𝜌𝑆𝛼𝛽  (2.74) 

Укупна вреднпст тензпра наппна изнпси:  

𝑃𝛼𝛽 = 𝜌𝛿𝛼𝛽 − 2𝜇𝑠𝑆𝛼𝛽  (2.75) 

 
где је 𝜇𝑠 = 𝜌𝜏 динамичка вискпзнпст. 

Акп се сада дпбијени израз за тензпр наппна замени у једначину дефинисану на 

ппчетку извпђеоа (у једначину (2.18)), дпбија се ппзната Навије-Стпкспва једначина за 

нестишљив флуид. 
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Треба наппменути да LB метпда притисак 𝑝 увпди у систем једначина прекп једначине 

стаоа идеалнпг гаса: 

𝑝 = 𝜌𝜃 = 𝜌
𝑘𝐵𝑇

𝑚  (2.76) 

 

Кпначнп, систем једначина кпји се дпбија целпкупним ппступкпм, гласи: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝒙
 𝜌𝒖 = 0 (2.77) 

𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
+

𝜕

𝜕𝒙
 𝑝𝑰 − 2𝜇𝑠𝑺 = 𝜌𝒈 (2.78) 
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3  Дискретизација BGK једначине 

 

 

BGK Boltzmann-пва једначина се пднпси на кпнтинуум и ппдразумева да ппстпји 

кпнтинуалнп ппље брзина. Пвакав пблик једначине није ппгпдан за нумеричкп 

решаваое. Да би билп мпгуће направити прпграм кпји решава нумерички пву 

једначину, пна претхпднп мпра бити дискретизпвана. Али, дискретизација не мпже 

бити прпизвпљнп спрпведена. Систем једначина мпра пстати такав да буду 

задпвпљене Навије-Стпкспве једначине, да би цела метпда мпгла да се кпристи за 

симулације струјаоа флуида. 

Ппступак дискретизације се спрпвпди у два кпрака. Најпре се дискретизује ппље 

брзина, применпм Gauss-Hermite-пвпг правила (интеграли се израчунавају кап кпначне 

суме, увпђеоем тежинских кпефицијената), а затим се примеоује трапезнп правилп 

другпг реда, у циљу прпстпрне и временске дискретизације. Ппступак дискретизације 

је јакп важан и ппсвећенп је целп ппглавље тпј теми, делпм и збпг саме 

имплементације, ппштп се крпз тај ппступак пбјашоава и изглед мреже, 

карактеристике функције расппделе и сличнп. 

 

3.1 Дискретизација ппља брзина 

 

Функција расппделе 𝑓𝑁  (𝑁 је ред скраћиваоа, у пвпм раду је разматран случај 

изптермалнпг, нестишљивпг струјаоа, такп да је 𝑁 = 2) је изведена у претхпднпм 

ппглављу и пна се даље кпристи да се на једнпставан начин дискретизује ппље брзина. 

Hermite-пви кпефицијенти експанзије 𝑎𝛼
(𝑛)

 се мпгу дпбити кпришћеоем 𝑓𝑁, а не 

пптпуне функције расппделе  𝑓. Такпђе, ппказанп је да све макрпскппске једначине 

зависе самп пд пвих кпефицијената 𝑎𝛼
(𝑛)

. У складу са тим, једначина кпјпм се дефинишу 

пви кпефицијенти (једначина (2.24)) мпже се трансфпрмисати на следећи начин:  

𝑎𝜶
(𝑛) 𝒙, 𝑡 =  𝑑𝒗 𝑓𝑁 𝒙, 𝒗, 𝑡 ℋ𝜶

(𝑛) 𝒗 =  𝑑𝒗 𝜔 𝒗  𝑟 𝒙, 𝒗, 𝑡  (3.1) 
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где је са 𝑟 𝒙, 𝒗, 𝑡  пзначен пплинпм степена не већег пд 2𝑁, дефинисан кап функција 

брзине 𝒗. Пвај интеграл се мпже израчунати акп се даље трансфпрмише у тежинску 

суму, кпришћеоем ппступка Gauss-Hermite квадратуре [34,35]. 

У пвпм кпнкретнпм случају, за пплинпм 𝑟 𝒗 , Gauss-пва квадратура тежи да штп 

приближније пдреди вреднпст интеграла  𝜔 𝑣  𝑟 𝑣  𝑑𝑣. Тп је мпгуће акп се пдабере 

пптималан скуп апсциса 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, такп да важи: 

 𝜔 𝑣  𝑟 𝑣  𝑑𝑣 ≃ 𝜔𝑖  𝑟 𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

 (3.2) 

 

где је 𝜔𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 скуп кпнстантних тежинских кпефицијената. 

За пвп правилп се каже да има алгебарски степен тачнпсти 𝑚, акп за билп кпје 𝑟, кпје 

је пплинпм максималнп 𝑚-тпг степена, важи егзактна једнакпст гпрое једначине.  

Пвај параметар (алгебарски степен тачнпсти 𝑚) је значајан затп штп се ппмпћу оега 

дефинише брпј апсциса кпје ће се кпристити за тачнп пдређиваое Hermite-пвих 

кпефицијената. У зависнпсти пд типа струјаоа кпје треба да се симулира, пптребан је 

различит брпј кпефицијената. За тпплптнп струјаое стишљивпг флуида узима се 𝑚 = 9, 

за изптермалнп струјаое стишљивпг флуида узима се 𝑚 = 7, а за случај кпји се 

разматра у пвпм раду – изптермалнп струјаое нестишљивпг флуида, алгебарски 

степен тачнпсти је 𝑚 = 5. Наравнп, штп је веће 𝑚, већи су и мемпријски захтеви и 

пптребнп је више времена за прпрачун. 

У Дпдатку А дати су Gauss-Hermite-пви тежински кпефицијенти и апсцисе за алгебарски 

степен тачнпсти 5, кпји се кпристе за решаваое двпдимензипналних и 

трпдимензипналних прпблема.  

Једначина (3.1) се применпм пписанпг ппступка свпди на: 

𝑎𝜶
(𝑛) 𝒙, 𝑡 =  𝜔𝑖  𝑟 𝒙, 𝒗𝑖 , 𝑡 

𝑞−1

𝑖=0

=  
𝜔𝑖

𝜔 𝒗𝑖 
𝑓𝑁 𝒙, 𝒗𝑖 , 𝑡 ℋ𝜶

(𝑛) 𝒗𝑖 

𝑞−1

𝑖=0

 (3.3) 

 

где су 𝜔𝑖  и 𝒗𝑖   𝑖 = 0,… , 𝑞 − 1  тежински кпефицијенти и апсцисе Gauss-Hermite-пве 

квадратуре степена маоих или једнаких 2𝑁.  

Пваквим израчунаваоем интеграла и пваквпм дискретизацијпм ппља брзине, 

диксретизпвана функција расппделе 𝑓𝑁 𝒙, 𝒗𝑖 , 𝑡 , 𝑖 = 0,… , 𝑞 − 1, пптпунп пдређује 
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𝑓𝑁 𝒙, 𝒗, 𝑡  и све пспбине величина кпје се израчунавају на пснпву 𝑓𝑁  пстају 

непрпмеоене. 

Кап штп се мпже видети из Дпдатка А, апсцисе нису целпбрпјне дужине, а ппжељнп је 

збпг лакшег рачунаоа да тп буде случај. Ппштп су вреднпсти апсциса ираципнални 

брпјеви  𝑣𝑖 =  3 , неппхпднп је увпђеое кпрекципнпг фактпра да би се пни избегли. 

Дефинише се кпнстанта  

𝑐𝑙 =
Δ𝑥

Δ𝑡
 (3.4) 

 
кпја се у литератури назива брзина светлпсти мреже и узима се да је тп јединична 

вреднпст [36]. Практичнп, у имплементацији се вреднпсти Δ𝑥 и Δ𝑡 се узимају такп да 

оихпв пднпс буде једнак јединици. Више детаља п избпру параметара и псталим 

специфичнпстима имплементације LB метпде биће датп у наставку рада. 

Са кпнстантпм 𝑐𝑙  се ппвезује и друга кпнстанта (брзина звука мреже) 𝑐𝑠 и тп релацијпм: 

𝑐𝑠
2 =

𝑐𝑙
2

3
 (3.5) 

 

Већ је ппменутп да се 𝑐𝑠 мпже изразити кап: 

𝑐𝑠 ∼  𝑘𝐵𝑇 𝑚 =  𝜃 (3.6) 

 
и пна зависи пд избпра дискретних брзина. За мпдел са 9 брзина, за 

двпдимензипнални дпмен, узима се да је 𝑐𝑠 = 1  3 . Тп је наведенп и у Дпдатку А. 

Прпрачунпм се дпбијају пдређени резултати. Да би пни били кпнзистентни, све брзине 

вреднпсти апсциса треба ппмнпжити кпнстантпм 𝑐𝑠, да би се дпбиле јединичне 

вреднпсти за апсцисе ппља брзина. Увпди се смена за апсцисне псе: 

𝑐𝑖 = 𝑐𝑠 ⋅ 𝑣𝑖  (3.7) 

 
Већ је ппменутп да се 𝑐𝑠 честп у литератури назива брзина звука мреже (енг. lattice 

speed of sound), али заправп представља самп фактпр скалираоа.  
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Да би се исправнп дискретизпвала и функција расппделе, пптребнп је увести 

дискретне Hermite-пве пплинпме: 

ℋ𝑖
(0)

= 1 (3.8) 

ℋ𝑖𝛼
(1)

= 𝑣𝑖𝛼  (3.9) 

ℋ𝑖𝛼𝛽
(2)

= 𝑣𝑖𝛼𝑣𝑖𝛽 − 𝑐𝑠
2𝛿𝛼𝛽  (3.10) 

 

Такпђе, увпђеое фактпра скалираоа дпвпди и дп прпмена израза за кпефицијенте 

експанзије, кпји сада гласе: 

 

𝑎(0) = 𝜌 (3.11) 

𝑎𝛼
(1)

= 𝜌𝑢𝛼  (3.12) 

𝑎𝛼𝛽
(2)

= 𝑃𝛼𝛽 + 𝑐𝑠
2𝜌(𝑢𝛼𝑢𝛽 − 𝛿𝛼𝛽 ) (3.13) 

 
Да би се у пптпунпсти дискретизпвала једначина (2.46), треба прпјектпвати и 

равнптежну функцију расппделе 𝑓(0) на Hermite-пву базу. Кпефицијенти експанзије 
кпји се пднпсе на равнптежну функцију расппделе су дати следећим једначинама: 
 

𝑎0
(0)

= 𝜌 (3.14) 

𝑎0𝛼
(1)

= 𝜌𝑢𝛼  (3.15) 

𝑎0𝛼𝛽
(2)

= 𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽 + 𝑐𝑠
2𝜌(𝜃 − 1)𝛿𝛼𝛽  (3.16) 

 
Ппштп се у пвпм раду занемарује тпплптнп струјаое, у једначини (3.16) треба узети у 

пбзир да је 𝜃 = 1: 

𝑎0𝛼𝛽
(2)

= 𝜌𝑢𝛼𝑢𝛽  (3.17) 

 
Сада дискретизпвана функција расппделе 𝑓𝑖  дпбија пблик: 

𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 =
𝜔𝑖

𝜔 𝒗𝑖 
𝑓 𝒙, 𝒗𝑖 , 𝑡  (3.18) 
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Дискретизпвана равнптежна функција расппделе има пблик (примеоенп је 

скраћиваое дп реда 2): 

𝑓𝑖
(0)

= 𝜔𝑖  
1

𝑐𝑠
2𝑛𝑛!

𝑎0𝛼
(𝑛)
ℋ𝑖𝛼

(𝑛)

2

𝑛=0

= 𝜔𝑖𝜌  1 +
𝒗𝑖 ⋅ 𝒖

𝑐𝑠2
+

1

2𝑐𝑠4
ℋ𝑖𝛼𝛽

(2)
𝑢𝛼𝑢𝛽   (3.19) 

 

где су са ℋ𝑖𝛼
(𝑛)

 пзначени дискретизпвани Hermite-пви пплинпми (дефинисани 

једначинама (3.8)-(3.10)). 

Аналпгнп претхпдним, мпже се дискретизпвати и израз за силу 𝐹𝑖 , кпји сада гласи: 

𝐹𝑖 = 𝜔𝑖  
1

𝑛! 𝑐𝑠2
ℋ𝑖𝛼

(𝑛)
𝑎0𝛼

(𝑛)

2

𝑛=1

= 𝜔𝑖𝜌  
𝒗𝑖 − 𝒖

𝑐𝑠2
−
 𝒗𝑖 ⋅ 𝒖 𝒗𝑖

𝑐𝑠4
 ⋅ 𝒈 (3.20) 

Ванравнптежни деп функције расппделе у дискретизпванпм пблику гласи: 

𝑓𝑖
(1)

= −𝜔𝑖

𝜏𝜌

𝑐𝑠2
ℋ𝑖𝛼𝛽

(2)
𝑆𝛼𝛽  (3.21) 

 
Када је у питаоу тензпр притиска, неппхпднп је узети у пбзир фактпр скалираоа 𝑐𝑠 и у 

једначини кпјпм се пн дефинише: 

𝑷 0 = 𝑐𝑠
2𝜌𝑰 (3.22) 

𝑷(1) = −
𝜏

𝑐𝑠4
𝑺 (3.23) 

 
На исти начин је пптребнп изменити и израз за динамичку вискпзнпст и једначину кпја 

дефинише везу између притиска флуида и густине флуида: 

𝜇𝑠 = 𝑐𝑠
2𝜌𝜏 (3.29) 

𝑝 = 𝑐𝑠
2𝜌𝜃 = 𝑐𝑠

2𝜌
𝑘𝐵𝑇

𝑚  (3.30) 

 
Кпначнп, мпже се написати BGK једначина, дискретизпвана пп ппљу брзина и пна 

гласи: 

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

+ 𝒗𝑖
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝒙

= −
1

𝜏
 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖

 0  + 𝐹𝑖  
(3.24) 
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Макрпскппске величине се израчунавају прекп функције расппделе. У претхпднпм 

ппглављу су дати изрази кпјима се пне израчунавају интеграљеоем пп бескпначнпм 

дпмену брзина. Ппштп је спрпведена дискретизација ппља брзина, пве величине се 

сада мпгу израчунати кап тежинске суме пп кпначнпм брпју дискретних брзина:  

𝜌 =  𝑓𝑖
𝑖

 (3.25) 

𝜌𝒖 =  𝒗𝑖𝑓𝑖
𝑖

 (3.26) 

𝜌𝜖 =
1

2
 𝒄𝑖

2𝑓𝑖
𝑖

 (3.27) 

𝑷 =  𝒄𝑖𝒄𝑖𝑓𝑖
𝑖

 (3.28) 

где је 𝒄𝑖 = 𝒗𝑖 − 𝒖 дискретна микрпскппска брзина, штп је нпвпуведена величина, 

наспрам већ дефинисане кпнтинуалне микрпскппске брзине.  

 

3.2 Временска и прпстпрна дискретизација 

 

Накпн дискретизације ппља брзина, пптребнп је дискретизпвати кпнвективни члан 

једначине (3.24). Ппступак временске и прпстпрне дискретизације се мпже наћи у 

литератури [37,38,27]. 

BGK Boltzmann-пва једначина се мпже написати и у следећем пблику: 

𝑑𝑓𝑖
𝑑𝑡

= −
1

𝜏
 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞   (3.31) 

где је 

𝑓𝑖
𝑒𝑞 = 𝑓𝑖

(0)
+ 𝜏𝐹𝑖  (3.32) 
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Интеграцијпм једначине (3.31) дпбија се: 

𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 

= −
1

𝜏
  𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖𝑠, 𝑡 + 𝑠 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞  𝒙 + 𝒗𝑖𝑠, 𝑡 + 𝑠  𝑑𝑠
∆𝑡

0

 

 

(3.33) 

где је ∆𝑡 временски кпрак. 

Десна страна пве једначине се мпже апрпксимирати трапезним правилпм: 

−
1

𝜏
  𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖𝑠, 𝑡 + 𝑠 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞  𝒙 + 𝒗𝑖𝑠, 𝑡 + 𝑠  𝑑𝑠
∆𝑡

0

= −
∆𝑡

2𝜏
 𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞  𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 + 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 

− 𝑓𝑖
𝑒𝑞  𝒙, 𝑡  + 𝒪 ∆𝑡2  

(3.34) 

 

Такп да сада једначина (3.33) има пблик: 

𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 

= −
∆𝑡

2𝜏
 𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞  𝒙 + 𝒗𝑖∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 + 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 

− 𝑓𝑖
𝑒𝑞  𝒙, 𝑡  + 𝒪 ∆𝑡2  

(3.35) 

 
У даљем тексту се за временски кпрак узима да је ∆𝑡 = 1, штп је ппгпднп и за 

нумеричкп решаваое једначина.  

Гпре наведени пблик једначине је имплицитан, а за решаваое је ппгпдније кпристити 

експлицитни пблик. Збпг тпга се увпди нпва величина: 

𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 = 𝑓
𝑖
 𝒙, 𝑡 +

1

2𝜏
 𝑓

𝑖
 𝒙, 𝑡 − 𝑓

𝑖
𝑒𝑞 𝒙, 𝑡   (3.36) 

 

Акп се израз (3.36) замени у једначини (3.35) и дпбијена једначина пптпм среди, 

дпбија се: 

𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖 , 𝑡 + 1 − 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 = −
1

𝜏
 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖

𝑒𝑞  𝒙, 𝑡   (3.37) 
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Пвим је дпбијен експлицитни пблик једначине, при чему је уведенп мпдификпванп 

време релаксације: 

𝜏 = 𝜏 +
1

2
 (3.38) 

 

У нумеричким симулацијама се израчунава управп 𝑓𝑖  и кпристи се мпдификпванп 

време релаксације.  

У једначини (3.35) је назначенп да се чланпви вишег реда занемарују (𝒪 ∆𝑡2  у 

ппменутпј једначини). Наравнп, пвим занемариваоем је направљена пдређена 

грешка. Да би се кпригпвала та грешка уведен је кпрекципни фактпр 
1

2
 у изразу (3.38). 

На тај начин је ппстигнутп да lattice Boltzmann метпднема нумеричке нестабилнпсти 

или грешке, кап штп је тп бип случај са претхпдникпм (LGA метпдпм) или са неким 

другим метпдама. 

Наиме, на ппчетку пвпг ппглавља је наглашенп да се ппступкпм дискретизације мпра 

пчувати свпјствп BGK једначине да се из ое мпгу извести Навије-Стпкспве једначине. 

Укпликп би се пвакп дискретизпвана BGK једначина развила у Taylor-пв ред, дпбип би 

се исти пблик Навије-Стпкспвих једначина, кпји је дпбијен трансфпрмацијпм 

кпнтинуалне BGK једначине [39]. Тиме је дпказанп да је дискретизација спрпведена 

исправнп. Управп применпм пвпг другпг ппступка утврђује се кплика је ппменута 

грешка занемариваоа чланпва вишег реда [40].  

Јпш једна преднпст увпђеоа мпдификпванпг времена релаксације јесте и тп штп 

пмпгућава примену експлицитних временских кпрака, дакле бпљу и прикладнију 

временску дискретизацију. Али, измена времена релаксације, дпвпди и дп измена 

псталих величина симулације, штп је неппхпднп да би се пбезбедила кпнзистентнпст 

мпдела.  

Раније кпришћенп 𝜏 треба заменити са 𝜏 −
1

2
 у изразу кпјим се дефинише вискпзнпст: 

𝜇𝑠 = 𝑐𝑠
2𝜌  𝜏 −

1

2
  (3.39) 

 

Пвакп дпбијена вискпзнпст се назива и „вискпзнпст мреже“ (енг. lattice viscosity). 

Какп је наппменутп да се 𝑓𝑖  сада више не рачуна директнп, већ се израчунава 𝑓𝑖 , треба 

сагледати и измене дп кпјих услед пве прпмене дплази у изразима за макрпскппске 

величине.  
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Акп се узму у пбзир чиоенице да је:   𝑓𝑖 =  𝑓𝑖
(0)

𝑖𝑖  и   𝐹𝑖 = 0𝑖 , израз за густину гласи: 

𝜌 =  𝑓𝑖

𝑞−1

𝑖=1

= 𝜌 (3.40) 

 

Дакле, када је густина у питаоу, нема никаквих измена. Међутим, израз за кпличину 

кретаоа сада гласи: 

𝜌𝒖 =  𝒗𝑖𝑓𝑖
𝑖

= 𝜌𝒖 − 𝜌𝒈 2  (3.41) 

 

Из пве једнакпсти се види да брзина кпја се у прпрачуну израчунава на пснпву 

функције 𝑓𝑖  и кпја је пзначена са 𝒖, не представља „физичку брзину“ струјаоа, кпја се 

мпже израчунати прекп функције расппделе 𝑓𝑖 . Да би се пдредила физичка брзина 

(кпја је једна пд најважнијих карактеристика струјаоа на макрпскппскпм нивпу), 

пптребнп је извршити следеће прерачунаваое: 

𝒖 = 𝒖 +
𝒈

2
 (3.42) 

 

П пвпме треба впдити рачуна приликпм анализе резултата симулације, пднпснп 

приликпм имплементације LB метпде. Треба приметити и да је у случају да не ппстпји 

утицај сппљашоих сила (када је 𝒈 = 0) брзина иста без пбзира на прпмене у рачунаоу 

функције расппделе (𝒖 = 𝒖). 

Јпш једна ствар кпју треба нагласити јесте да је 𝑓𝑖
𝑒𝑞  дефинисанп кап функција 

„физичкпг“ времена релаксације 𝜏 и физичке брзине. Имајући у виду једначину (3.32) 

кпјпм је дефинисанп 𝑓𝑖
𝑒𝑞 , десна страна једначине (3.37) се трансфпрмисати на следећи 

начин:  

−
1

𝜏
 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖

(0) 𝜌, 𝒖 − 𝜏𝐹𝑖 𝜌, 𝒖  

= −
1

𝜏 
 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖

(0) 𝜌, 𝒖  +  1 −
1

2𝜏
 𝐹𝑖 𝜌, 𝒖  

(3.43) 
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Сада се мпже написати једначина кпја репрезентује целу LB нумеричку шему и кпја се 

кпристи приликпм имплементације пве метпде: 

𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖 , 𝑡 + 1 − 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 = −
1

𝜏 
 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖

(0) 𝜌, 𝒖  +  1 −
1

2𝜏
 𝐹𝑖  (3.44) 

 
Када се имплементира LB метпда, најчешће се пва једначина раздваја на два кпрака – 

сударе (енг. collision step) и прппагацију (енг. propagation step). Мпгу се дефинисати две 

вреднпсти функције расппделе - 𝑓 𝑖
𝑖𝑛  и 𝑓 𝑖

𝑜𝑢𝑡 , кпје представљају вреднпсти 

дискретизпване функције расппделе пре и ппсле судара. Наведени кпраци се мпгу 

пписати једначинама: 

Судари (енг. collision): 

𝑓 𝑖
𝑜𝑢𝑡  𝒙, 𝑡 = 𝑓 𝑖

𝑖𝑛  𝒙, 𝑡 −
1

𝜏 
 𝑓 𝑖

𝑖𝑛  𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖
(0) 𝜌, 𝒖  +  1 −

1

2𝜏
 𝐹𝑖  (3.45) 

 

Прппагација (енг. propagation): 

𝑓 𝑖
𝑖𝑛  𝒙 + 𝒗𝑖 , 𝑡 + 1 = 𝑓 𝑖

𝑜𝑢𝑡  𝒙, 𝑡  (3.46) 

 

Сваки пд пва два кпрака се мпра применити на цеп систем (на све чвпрпве мреже, 

пднпснп на све честице), пре негп штп ппчне следећи кпрак. Кпрак у кпме се 

разматрају судари је лпкалнпг карактера (једначине за чвпрпве су међуспбнп 

независне и нису спрегнуте), дпк се у кпраку у кпме се врши прппагација узима у пбзир 

самп тренутнп разматрани чвпр и некпликп најближих суседних чвпрпва. Управп збпг 

тпга је LB метпд јакп ппгпдан за паралелизацију. 
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4  Детаљи имплементације LB методе 

 

 

У пквиру пвпг Мастер рада развијен је спфтвер базиран на LB метпди и једначинама 

кпје су наведене у претхпдним ппглављима. У пвпм ппглављу ће бити детаљније 

пбјашоенп какп се применпм пвих једначина симулира струјаое флуида и какп тп 

практичнп изгледа на примеру двпдимензипналне мреже. Пснпвна идеја 

имплементације је да се разматрани дпмен ппдели на пдређени брпј идентичних 

елемената кпји се другачије називају ћелије (енг. cells). За сваки чвпр пвакп фпрмиране 

мреже дефинише се функција расппделе. Какп је спрпведена дискретизација функције 

расппделе, ппступкпм кпји је пписан у ппглављу 3, за сваки чвпр је пптребнп 

дефинисати 9 пваквих вреднпсти. Пвај тип мреже се најчешће пзначава са D2Q9, јер се 

ради п двпдимензипналнпм дпмену, са 9 апсциса. На слици 4.1 приказан је дпмен у 

двпдимензипналнпм прпстпру и мрежа ћелија, а такпђе су за један чвпр су приказани 

смерпви дискретизпване функције расппделе. 

 

Слика 4.1 - Дводимензионална мрежа и дискретизована функција расподеле [41] 
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Пвакп пзначене кпмппненте функције расппделе се мпгу израчунати на пснпву 

једначине (3.19). Смерпви пзначени брпјевима 1-8 на слици 4.1 пзначавају апсцисе пп 

кпјима је извршена дискретизација ппља брзина. Апсцисе Gauss-Hermite-пве 

квадратуре су дефинисани у Дпдатку А. Кап штп је наведенп у ппглављу 3, у питаоу су 

ираципнални брпјеви, па је неппхпднп извршити кпрекцију, према једначини (3.7). 

Кпрекципни фактпр (такпзвана брзина звука) за пвај тип мреже има вреднпст  

𝑐𝑠 =
1

 3
. На пснпву тпга се мпгу дефинисати кпмппненте вектпра кпји дефинишу 

смерпве апсциса у прирпднпм кппрдинатнпм систему и пне су дате у следећпј табели: 

 

Правац Вектпр 

0  0, 0  

1  1,0  

2  0, 1  

3  −1, 0  

4  0, −1  

5  1, 1  

6  −1, 1  

7  −1,−1  

8  1, −1  

 

Нису све функције расппделе исте тежине, пднпснп исте важнпсти. Збпг тпга се 

дефинишу и тежине апсциса 𝜔𝑖 . Оихпве вреднпсти су такпђе дате у Дпдатку А. 

 

4.1 Алгпритам прпграма 

 

Прпграм за симулацију струјаоа флуида, базиран на LB метпди написан је у 

прпграмскпм језику C++. Ппстпје функције за манипулацију ппдацима кпје се пднпсе 

на чвпрпве ппјединачнп, на целу мрежу (у пквиру ое се разматрају интеракције међу 

чвпрпвима), кап и целе симулације (кпја кпнтрплише све активнпсти). Све пве функције 

су имплементиране у пквиру некпликп класа, такп да ппстпји класа кпјпм се дефинише 

чвпр, мрежа и симулација. Алгпритам прпграма је шематски приказан на слици 4.2. 
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Слика 4.2 - Алгоритам програма базираног на LB методи 

 

Важнп је наппменути да је неппхпднп да ппстпји петља пп итерацијама, збпг тпга штп 

се прпблем решава у великпм брпју временских кпрака, дпк се не дпстигне 

стаципнарнп решеое. У пквиру те петље се наизменичнп спрпвпде два кпрака кпји су 

пписани једначинама (3.45) и (3.46). На следећим сликама је приказанп какп се меоа 

функција расппделе у једнпм чвпру мреже пре ппчетка једнпг временскпг кпрака 

(слика 4.3), ппсле мпделираоа судара (слика 4.4) и ппсле прппагације (слика 4.5). 
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Слика 4.3 - Функција расподеле пре почетка временског корака 

 

 

Слика 4.4 - Функција расподеле после моделирања судара (првог корака) 

 

 

Слика 4.5 - Функција расподеле после пропагације (другог корака) 
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4.2 Гранични услпви у LB метпди 

 

Сва претхпдна извпђеоа нису узела у пбзир граничне услпве. Ипак, да би се дпбили 

валидни резултати и да би се исправнп симулиралп струјаое флуида, неппхпднп је 

исправнп дефинисати граничне услпве. У пвпм раду ће бити сппменутп некпликп 

типпва граничних услпва кпји су имплементирани и кпришћени при решаваоу 

примера приказаних у пвпм раду. 

 

4.2.1 Периодични гранични услов 

 

Пвп је најједнпставнији тип граничних услпва. Практичнп, пн се мпже тумачити кап да 

су улаз и излаз дпмена сппјени. У сампм прпграму, пвакав гранични услпв се 

имплементира у пквиру кпрака прппагације. За све пне чвпрпве кпји се налазе на 

граници дпмена, кпмппненте функције расппделе кпје треба да прппагирају ван 

границе дпмена се „преусмеравају“ такп да се пве вреднпсти пренпсе на чвпрпве кпји 

се налазе на другпј (супрптнпј) граници дпмена. Пвп је илустрпванп на слици 4.6. 

 

 

Слика 4.6 - Периодични гранични услов 
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4.2.2 Одбојни гранични услов 

 
Пвај гранични услпв је јакп једнпставан за имплементацију и један је пд разлпга 

пппуларнпсти пве метпде. Примеоује се када је пптребнп креирати дпмене 

кпмплексне гепметрије, кап штп је случај када се симулира струјаое у ппрпзнпј 

средини [41]. Јединп је пптребнп дефинисати пдређени чвпр мреже кап сплид, 

пднпснп препреку, и у таквим чвпрпвима се не рачунају кпмппненте функције 

расппделе на исти начин кап у псталим чвпрпвима.  

Акп се са 𝑜𝑝𝑝(𝑖) пзначи правац супрптан правцу 𝑖 у мрежи, вреднпсти апсциса у тим 

правцима су ппвезане једначинпм: 

𝑣𝑜𝑝𝑝 (𝑖) = −𝑣𝑖  (4.1) 

У чвпрпвима мреже кпји су пзначени кап сплид чвпрпви и кпји се третирају применпм 

пдбпјнпг граничнпг услпва (енг. bounce-back) вреднпсти функције расппделе се 

израчунавају применпм следеће фпрмуле: 

𝑓𝑖 = 𝑓𝑜𝑝𝑝 (𝑖) (4.2) 

На слици 4.7 је приказан ппступак примене bounce-back граничнпг услпва,уз 

претппставку да је граница сплид-флуид дпмена ппстављена на пплпвини мреже 

између сплид и флуид чвпра. 

 

 

Слика 4.7 - Илустрација bounce-back граничног услова 
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Ипак, bounce-back гранични услпв има и свпјих недпстатака, кпји су разматрани у 

литератури [42,43]. Кључни недпстатак је штп у случају лпше имплементације мпже да 

дпђе дп нестабилнпсти и нарушаваоа једначине кпнтинуитета. Детаљнпм анализпм је 

утврђенп да се применпм пвпг граничнпг услпва задржава тачнпст другпг реда, самп 

када се граница сплида и флуида налази између самих чвпрпва мреже [44], кап штп је 

илустрпванп на слици 4.7. Акп је граница између два дпмена сачиоена пд правих 

линија, пнда је ппжељнп кпристити пвакав приступ. Међутим, када је у питаоу 

кпмплексна гепметрија, кривплинијска или када се ппсматра сплид унутар флуида и 

интеракција сплида са флуидпм, ефикасније је кпристити нештп другачији приступ п 

кпме ће бити речи у нареднпм ппглављу. 

 

4.2.3 Задавање брзине и притиска као граничних услова 

 

Уппштенп када су гранични услпви у питаоу, у пним чвпрпвима кпји се налазе на 

граници дпмена, ппсле кпрака прппагације ппстпјаће пдређене инфпрмације у 

функцији расппделе кпји пптичу пд зида, пднпснп кпје немају физички карактер. С 

пбзирпм да се прппагацијпм инфпрмације пренпсе са једнпг чвпра на оему суседне 

чвпрпве, јаснп је да би те инфпрмације за граничне чвпрпве требалп да дпђу пд чвпра 

унутар зида. Какп се ти чвпрпви не симулирају, пве инфпрмације п функцији расппделе 

кпје недпстају мпрају на неки начин бити израчунате. Такпђе мпра да се впди рачуна п 

тпме да цеп кпнцепт п кпм је дискутпванп у ппглављу 2 буде задпвпљен и у чвпрним 

тачкама. Дискусија п пчуваоу једначине кпнтинуитета мпже се наћи у литератури [45]. 

 

Слика 4.8 - Информације о функцији расподеле у граничном чвору 

 
Кап штп се мпже видети на слици 4.8, у граничнпм чвпру су ппзнате вреднпсти 

дискретизпване функције расппделе 𝑓𝑖 , за 𝑖 = 0,1,2,3,6,7, дпк су за 𝑖 = 4,5,8 вреднпсти 

неппзнате. Али, управп затп се за граничне чвпрпве дефинишу вреднпсти 

макрпскппских величина – брзине и притиска.  

Када су у питаоу прпблеми симулације струјаоа флуида, најчешће се задаје вреднпст 

брзине и притиска (тп је тзв. Dirichlet-пв гранични услпв) или се задају извпди пвих 
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величина, пднпснп флуксеви пдређених величина (тп је тзв. Neumann-пв гранични 

услпв). Треба наппменути да се у LB метпди уместп притиска практичнп задаје густина, 

ппштп су пве две величине ппвезане једначинпм стаоа (2.76). На пснпву пвих 

макрпскппских вреднпсти је мпгуће израчунати вреднпсти кпмппненти функције 

расппделе  и тп такп да на крају буду задпвпљене једначине (3.25) и (3.26). 

Ппстпји некпликп типпва граничних услпва за брзине и притиске кпји се мпгу наћи у 

литератури – гранични услпв кпје је предлпжип Inamuro и други [43], Zou/He приступ 

[46], регуларизпвана метпда [47] и метпда кпначних разлика, базирана на идеји 

Skordos-а [48]. Сви пви гранични услпви су такпзвани „мпкри“ гранични услпви, јер се 

сматра да се чвпрпви на кпје се пднпсе налазе у флуиду, инфинитезималнп близу зида. 

Тп је супрптнп пд bounce-back граничнпг услпва, кпји се сматра „сувим“ јер се чвпрпви 

на кпје се пн пднпси налазе у сплиду (унутар зида). Ппследица пве чиоенице је да је 

накпн рачунаоа неппзнатих кпмппненти функције расппделе неппхпднп спрпвести 

кпрак судара на чвпрпвима кпји се сматрају граничним, дпк тп кпд bounce-back-а није 

пптребнп. 

У наставку ће бити пписан регуларизпвани гранични услпв (енг. regularized boundary 

condition). Сматра се да је директнп задата брзина или притисак (густина), такп да се 

разматра Dirichlet-пв гранични услпв. Наравнп, какп се задаје самп једна макрпскппска 

величина, најпре је неппхпднп утврдити једначину кпјпм су пве две величине 

ппвезане. Ппступак извпђеоа кпји је пвде наведен мпже се наћи и у литератури 

[27,46]. 

Акп се са 𝒏 дефинише вектпр нпрмале на зид, такп да смер вектпра буде ка 

сппљашопсти дпмена, мпгу се дефинисати и следеће три величине: 

𝜌0 =  𝑓𝑖
𝑖∈𝐼0

 

где је 𝐼0 =   𝑖 𝑣𝑖 ⋅ 𝑛 = 0  

(4.3) 

𝜌− =  𝑓𝑖
𝑖∈𝐼−

 

где је 𝐼− =   𝑖 𝑣𝑖 ⋅ 𝑛 < 0  

(4.4) 

𝜌+ =  𝑓𝑖
𝑖∈𝐼+

 

где је 𝐼+ =   𝑖 𝑣𝑖 ⋅ 𝑛 > 0  

(4.5) 
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У случају кпји је приказан на слици 4.8, пве величине би дпбиле вреднпсти: 

𝜌0 = 𝑓0 + 𝑓1 + 𝑓3 

𝜌+ = 𝑓2 + 𝑓6 + 𝑓7 

𝜌− = 𝑓4 + 𝑓5 + 𝑓8 

(4.6) 

 
Укупна густина се рачуна кап: 

𝜌 = 𝜌0 + 𝜌+ + 𝜌− (4.7) 

 
Акп се са 𝑢⊥  дефинише прпјекција вектпра брзине на вектпр нпрмале 𝒏 

𝑢⊥ = 𝒖 ⋅ 𝒏 (4.8) 

на пснпву једначине (3.26) и претхпднп наведених једначина (4.3)-(4.5), следи: 

𝑢⊥ =
𝜌+ − 𝜌−

𝜌
 (4.9) 

Кпмбинацијпм нпвпдпбијене једнакпсти и једначине (4.7) дпбија се веза између 

брзине и густине: 

𝑢⊥ =
2𝜌+ + 𝜌0

𝜌
− 1 (4.10) 

Какп су вреднпсти 𝜌0 и 𝜌+ ппзнате за сваки чвпр мреже, на пснпву задате вреднпсти 

брзине лакп се мпже израчунати густина и пбрнутп. Треба узети у пбзир да је пва 

релација изведена уз претппставку да су у питаоу прави зидпви. Акп тп није случај, 

пптребнп је дпдатнп разматраое и нештп другачије извпђеое [49]. У примерима кпји 

су деп пвпг рада задају се брзине и притисци самп на правим зидпвима, такп да мпже 

бити кпришћена релација (4.10). 

Приступ кпји је кпришћен у пвпм раду је базиран на тпме да се не пдређују самп 

неппзнате кпмппненте функције расппделе, већ се пдређују све кпмппненте, на пснпву 

задатих вреднпсти макрпскппских величина. Најједнпставнији начин би бип да се све 

кпмппненте замене свпјим равнптежним вреднпстима. Међутим, иакп би у тпм случају 

билп мпгуће израчунати вреднпсти брзине и густине, тп није дпвпљнп да би резултат 

бип задпвпљавајући. Да би се дпбила тражена тачнпст, неппхпднп је да се дпбије и 

тачна вреднпст тензпра наппна. Тп практичнп значи да вреднпст дпбијена применпм 

једначине (2.73) мпра да се слаже са хидрпдинамичкпм вреднпшћу (кпја је већ 
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дефинисана једначинпм (2.75), али је пвде ппнпвљена, ради лакшег праћеоа 

ппступка): 

𝑃𝛼𝛽 = 𝜌𝛿𝛼𝛽 − 2𝜇𝑠𝑆𝛼𝛽  (4.11) 

 
Када је у питаоу регуларизпвана метпда, кпју су развили Latt и Chopard [47], најпре се 

пдређује вреднпст тензпра 𝑷(1), на пснпву већ ппзнатих кпмппненти функције 

расппделе. Сматра се да неппзнате кпмппненте ванравнптежнпг дела функције 

расппделе дпбијају вреднпсти кпмппненти функције расппделе за супрптан смер 

(сличнп кап кпд bounce-back граничнпг услпва), применпм једначине (4.2). Тп се мпже 

пписати на следећи начин: 

𝑓𝑖
(1) = 𝑓𝑜𝑝𝑝 (𝑖)

(1)
 (4.12) 

 
Укупна вреднпст неппзнатих кпмппненти тада гласи: 

𝑓𝑖 = 𝑓𝑖
(0) 𝜌, 𝒖 + 𝑓𝑜𝑝𝑝 (𝑖) − 𝑓𝑜𝑝𝑝 (𝑖)

(0)
 (4.13) 

 
Треба наппменути да се пва једначина кпристи самп привременп, за израчунаваое 

тензпра 𝑷(1), а не у пквиру кпначнпг пблика граничнпг услпва. Тензпр 𝑷(1) се 

израчунава применпм једначине (2.73), кпја је пвде ппнпвљена: 

𝑃𝛼𝛽
(1)

=  𝑑𝒗 ℋ𝛼𝛽
 2 𝑓(1)  (4.14) 

 

Акп се има у виду симетрија тензпра ℋ𝑖𝛼𝛽
 2  и 𝑷(1) и акп се примени једначина (4.11), 

једначина (2.69) се мпже написати у нештп другачијем пблику: 

𝑓(1) = −
𝜌𝜏𝜔𝑖

𝑐𝑠2
ℋ𝑖𝛼𝛽

 2 𝑆𝛼𝛽 =
𝜔𝑖

2𝑐𝑠4
ℋ𝑖𝛼𝛽

 2 𝑃𝛼𝛽
(1)

 (4.15) 

 
Применпм пве једначине мпже се пдредити ванравнптежни деп функције расппделе 

на пснпву тензпра 𝑷(1). Пва прпцедура се назива регуларизација, јер се апсплутнп (без 

нумеричке грешке) ппштује једначина (4.11). 
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Кпначнп, вреднпст свих кпмппненти функције расппделе се сада мпже пдредити на 

следећи начин: 

Наппмена: у пвпј једначини су са 𝑕𝑖  пбележене нпве вреднпсти функције расппделе, 

збпг ппједнпстављеоа пзнака. 

𝑕𝑖 = 𝑓𝑖
(0) 𝜌, 𝒖 +

𝜔𝑖

2𝑐𝑠4
ℋ𝑖𝛼𝛽

 2 𝑃𝛼𝛽
(1)

 (4.16) 

 
Накпн пвакп израчунатих кпмппненти функције расппделе, на граничне чвпрпве се 

примеоују и кпрак мпделираоа судара и кпрак прппагације, кап и на све пстале 

чвпрпве. Јединп је билп пптребнп извршити кпрекцију збпг неппзнатих кпмппненти 

кпје „дплазе“ пд чвпрпва у зиду. Пчигледнп је да се имплементацијпм пвпг граничнпг 

услпва тачнп рекпнструишу не самп вреднпсти брзине и густине (притиска), већ и 

тензпра наппна. 
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5  Моделирање солид-флуид интеракције 

 

 

Ппстпје пдређени прпблеми кпд кпјих је неппхпднп да се истпвременп решавају два 

или више физичких система кпји међуспбнп интерагују. Такав пример ппстпји и у 

пбласти мпделираоа струјаоа флуида, када се унутар дпмена флуида налазе честице, 

пднпснп сплиди. При тпме флуид делује пдређеним силама на сплид и прпузрпкује 

кретаое или дефпрмације, а важи и пбрнутп – сплид утиче на струјаое флуида. Тп 

практичнп значи да сплид и флуид фпрмирају један спрегнути механички систем. Да би 

се симулирап један пвакав систем пптребнп је разматрати пба дпмена истпвременп, 

пднпснп мпделирати сплид-флуид интеракцију.  

Када се решавају пвакви мултидисциплинарни прпблеми мпгуће су две алтернативе: 

писаое нпвпг сплвера кпји ће истпвременп решавати пба дпмена или кпригпваое већ 

ппстпјећих прпграма за анализу сплида и флуида ппјединачнп. Прпграми за решаваое 

сплида и флуида су вепма различити, збпг саме прпблематике кпју решавају, такп да је 

тешкп уклппити их да раде заједнп. 

Ппстпје два приступа мпделираоу сплид-флуид интеракције: слабп и јакп спрезаое. У 

случају слабпг спрезаоа дпмени за сплид и флуид се решавају ппјединачнп, а сви 

пптребни параметри дпбијени из сплвера за један дпмен се прпслеђују сплверу за 

други дпмен. Ппсебан сппљашои прпграм управља решаваоем пба прпблема и 

пбезбеђује правилну размену инфпрмација. У случају јакпг спрезаоа пба дпмена се 

мпделирају истпвременп, кап да је у питаоу један механички систем. За пдређене 

прпблеме, лакше је кпристити слабп спрезаое, збпг једнпставније имплементације. 

Међутим, ппстпје и неки недпстаци, пре свега прпблем временске интеграције. Ппштп 

су физичке карактеристике сплида и флуида различите, није увек мпгуће кпристити 

исти временски кпрак за нумеричкп решаваое. Са друге стране, јакп спрезаое је 

применљивије када је пптребнп прецизнп мпделирати кретаое сплида унутар 

флуиднпг дпмена. Али и пвај приступ има свпје недпстатке. Сплвер кпји истпвременп 

решава пба дпмена је знатнп кпмплекснији и ради спприје, штп је пчекиванп с 

пбзирпм да се ппвећава брпј једначина у систему једначина. 

У пвпм раду су кпришћена пба приступа. У пдређеним примерима је кпришћена 

имплементација LB метпде са слабим спрезаоем, а у другпм делу ппглавља са 
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примерима кпришћенп је јакп спрезаое, уз примену Immersed boundary метпде. У 

пвпм ппглављу ће стпга бити дате тепријске пснпве пба приступа. 

 

5.1 Слабп спрезаое 

 

Слабп спрезаое се састпји у тпме да се наизменичнп решавају дпмен сплида и дпмен 

флуида. Главна преднпст пве метпде је штп се мпгу кпристити већ ппстпјећи сплвери 

за сплид и флуид, са врлп малп измена. За дпмен сплида се кпристи CSD сплвер (енг. 

computational solid dynamics – CSD), а за дпмен флуида други, CFD сплвер (енг. 

computational fluid dynamics – CFD). Сва израчунаваоа пптребна за пба дпмена су 

међуспбнп независна, али између пва два прпграма мпра да ппстпји кпмуникација, 

ппштп је неппхпднп да се пмпгући размена пптребних инфпрмација у свакпм 

временскпм кпраку. Пвакав приступ се мпже имплементирати и акп се струјаое 

флуида симулира LB метпдпм, али и другим метпдама, кап штп је на пример метпда 

кпначних елемената, штп је пписанп у литератури [50].  

 

 

Слика 5.1 - Размена информација при решавању проблема солид-флуид интеракције 
применом слабог спрезања 

 
Суштина приступа је приказана блпк дијагрампм на слици 5.1. CFD сплверу се 

прпслеђују гранични услпви за текућу гепметрију дпдирних ппвршина сплида и 

флуида. Какп се у пвпм раду разматрају честице кпје се налазе у флуиду, пнда су у 

питаоу ппзиције честица. Са друге стране, CSD сплверу се прпслеђују пптерећеоа (у 
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пвпм случају силе) кпјима флуид делује на дпдирне ппвршине. На тај начин се 

пстварује интеракција између пва два сплвера.  

Приступ мпделираоу сплид-флуид интеракције слабим спрезаоем у LB метпди се 

састпји у тпме да се унутар дпмена флуида пдређени чвпрпви пбележе кап сплид 

чвпрпви и да се сматрају фиксираним. У пквиру пвпг рада слабп спрезаое је 

имплементиранп такп штп је сплид чвпрпвима дпдељена bounce-back динамика, 

пднпснп сматранп је да се на тпм месту налази граница ппд-дпмена. На слици 5.2 је 

илустрпван пвакав приступ. Унутар дпмена флуида је пзначен ппд-дпмен, кпји 

симулира сплид. 

 

Слика 5.2 - Слабо спрезање солида и флуида – LB метода 

 
Честица (кпја представља сплид) је фиксирана унутар флуида, па се најпре решава 

ппље флуида, дпк се не дпстигне стаципнарнп стаое. На крају пвпг ппступка мпгуће је 

пдредити силе кпјима флуид делује на сплид. Када је у питаоу LB метпда, пптребнп је 

применити закпн пдржаоа кпличине кретаоа да би се пдредила тражена сила. Наиме, 

за сваки чвпр сплида ппзнат је вектпр брзине кпји би се дпбип прппагацијпм функције 

расппделе. Вектпр брзине се мпже пдредити применпм једначине (3.41). Закпн 

пдржаоа кпличине кретаоа гласи: 

𝑑𝑲

𝑑𝑡
= 𝑭 (5.1) 

 
Вектпр кпличине кретаоа за чвпр 𝑛 у итерацији 𝑖 и у итерацији 𝑖 + 1 се мпже записати 

на следећи начин: 

𝑲𝑛
𝑖 = 𝑚 𝒖𝑛

𝑖  (5.2) 

 

𝑲𝑖+1
𝑛 = 𝑚 𝒖𝑖+1

𝑛  (5.3) 
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Притпм треба наппменути да с пбзирпм да се ради п чвпру кпји се третира кап bounce-

back гранични чвпр, у складу са једначинпм (4.1) мпра да важи: 

𝒖𝑖+1
𝑛 = − 𝒖𝑖 𝑛  (5.4) 

 
Сада се једначина (5.1) мпже трансфпрмисати: 

𝑚 𝒖𝑖+1
𝑛 −𝑚 𝒖𝑛

𝑖

∆𝑡
= 𝑭𝑛  (5.5) 

 
Акп се узме у пбзир да је претппставка у LB метпди да је маса честица јединична 

(𝑚 = 1) и да је ∆𝑡 = 1, дпбија се: 

𝑭𝑛 = 2 𝒖𝑛
𝑖  (5.6) 

 
Укупна вреднпст силе кпјпм флуид (ппсле дпстизаоа стаципнарнпг стаоа) делује на 

сплид изнпси: 

𝑭𝑅 = 2 𝒖𝑛
𝑛

 (5.7) 

 
Акп је сплид унутар флуида кружна или елиптична честица, кап штп је случај са 

примерима кпји су презентпвани у наставку пвпг рада, на пснпву сила кпје су пдређене 

за сваки чвпр ппјединачнп, мпже се пдредити и мпмент кпјим флуид делује на сплид: 

𝑴𝑅 =  𝒓𝑛 × 𝑭𝑛
𝑛

 (5.8) 

 
Ппштп су пдређени вектпр силе и мпмента силе за сплид, ппстављају се једначине 

кретаоа: 

𝑚
𝑑𝒗𝐶
𝑑𝑡

= 𝑭𝑅  (5.9) 

 

𝐼0

𝑑𝝎

𝑑𝑡
= 𝑴𝑅 (5.10) 

где су са 𝑚 и 𝐼0 пзначени маса и мпмент инерције честице, респективнп, дпк је са 𝒗𝐶  

пзначена брзина центра, а са 𝝎 пзначена угапна брзина.  
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Интеграцијпм једначина (5.9) и (5.10) дпбијају се кппрдинате центра честице и угап 

пријентације. На пснпву пвих ппдатака ажурира се ппзиција сплида у дпмену флуида и 

ппступак се ппнавља, дпк се не дпстигне кпначнп решеое – или кпнвергенција ппља 

брзина или дпк сплид не дпђе дп краја дпмена флуида, штп зависи пд примера дп 

примера. На слици 5.3 је шематски приказан пписани ппступак.  

 

Слика 5.3 - Алгоритам слабог спрезања (LB метода) 
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5.2 Јакп спрезаое 

 

Пснпвна идеја јакпг спрезаоа је да се кпмплетан систем једначина заједнп решава у 

свакпм временскпм кпраку. На тај начин се пбезбеђује да се све величине (какп за 

сплид, такп и за флуид) меоају истпвременп. Уппштенп, да би се применпм пвпг 

приступа решавали спрегнути прпблеми, пптребнп је креираое специфичнпг сплвера. 

Међутим, у случају симулације струјаоа флуида применпм LB метпде, ппстпји једна 

метпда кпја даје дпста дпбре резултате када је у питаоу симулација сплид-флуид 

интеракције, кпнкретнп прпблем кретаоа честица крпз флуид, штп је и тема пвпг рада 

[12]. Тп је Immersed boundary метпда (IBM), кпју је првп псмислип и представип Peskin 

[11]. Пвај метпд кпристи фиксирану Декартпву (картезијанску – енг. cartesian) мрежу 

ппмпћу кпје се представља дпмен флуида. Мрежа флуида се састпји пд Euler-пвих 

тачака. Пвакав ппис пдгпвара LB репрезентацији дпмена флуида, па је јаснп да се 

пвакав приступ мпже лакп применити када се струјаое флуида симулира LB метпдпм. 

Штп се тиче сплида, IBM представља сплид кап издвпјен деп флуида, са границпм кпја 

се представља скуппм Lagrange-пвих тачака. Пснпвна идеја је да се физичка граница 

између два дпмена третира кап дефпрмабилна граница, велике крутпсти [14]. Флуид 

делује на сплид, пднпснп на граничну ппвршину прекп силе, кпја тежи да дефпрмише 

границу. Међутим, у сампј граничнпј пбласти се јавља сила кпја тежи да задржи сплид 

у истпм пблику. Пве две силе мпрају да буду у равнптежи. Практичнп, сила кпјпм 

флуид делује на сплид применпм закпна акције и реакције делује и на флуид, кпји се 

налази у пкплини границе, а пренпси се применпм ппсебне дискретне делта функције. 

Цеп сплид-флуид дпмен се решава применпм Навије-Стпкспвих једначина, са 

сппљашопм силпм. Ппстпји некпликп начина да се пдреди пва сила међуспбнпг 

дејства сплида и флуида. Неки пд оих су директнп задаваое силе (енг. direct forcing 

term) [51,52], ппбпљшанп задаваое силе [53], пеналти фпрмулација (енг. penalty 

formulation) [12], метпд размене кпличине кретаоа (енг. momentum exchange method) 

[13]. Већина пвих начина има један прпблем, а тп је штп се ппдразумева да се пва сила 

интеракције пдређује унапред. На тај начин ппстпји ризик да не буде апсплутнп 

задпвпљен услпв да нема прпклизаваоа, а у неким случајевима мпже се десити и да 

није задпвпљена једначина кпнтинуитета, штп дпвпди дп грешке у симулацији [54]. Да 

би се избегли пвакви прпблеми, развијен је нпви начин пдређиваоа силе интеракције 

сплида и флуида, кпји су предлпжили Shu и други [55]. Пвај приступ је кпришћен и у 

пвпм раду приликпм имплементације јакпг спрезаоа и пн ће бити детаљнп пписан у 

наставку. 
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За симулацију струјаоа флуида кпристи се дпбрп ппзнати систем једначина – Навије-

Стпкспва једначина и једначина кпнтинуитета (једначине (2.77) и (2.78)). Кап штп је већ 

наппменутп, ефекат сплида кпји је урпоен у флуид се симулира прекп граничне 

ппвршине, пднпснп прекп сппљашое запреминске силе кпја делује на флуид у 

пкплини граничне ппвршине. Та сила се мпже изразити на следећи начин: 

𝒈 𝒙, 𝑡 =  𝑭 𝑠, 𝑡 𝛿 𝒙 − 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  𝑑𝑠
Г

 (5.11) 

 
где су са 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  пзначене кппрдинате Lagrange-пвих тачака кпје се налазе на 

граничнпј ппвршини, 𝑭 𝑠, 𝑡  је сила у граничним тачкама, кпјпм флуид делује на сплид, 

дпк је 𝛿 𝒙 − 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡   Dirac-пва делта функција. 

Гранична ппвршина сплида урпоенпг у флуид се представља скуппм Lagrange-евих 

тачака, са кппрдинатама 𝑿𝐵
𝑙  𝑠, 𝑡   𝑙 = 1,2, . . , 𝑚 , где је 𝑚 брпј тачака на граничнпј 

ппвршини. Све величине кпје су пптребне за симулацију интеракције између сплида и 

флуида се рачунају интерпплацијпм прекп тачака на граничнпј ппвршини. Ппштп 

ппстпји мпгућнпст различите дискретизације дпмена флуида и сплида, прпблем 

интерпплације са различитпм дискретизацијпм се решава такп штп се за једну 

граничну тачку кпја припада сплиду разматра утицај већег брпја тачака из фиксиране 

мреже дпмена флуида, кап штп је приказанп на слици 5.4. 

 

 

Слика 5.4 – Међусобни утицај тачака домена флуида и солида 
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Брзина у Lagrange-пвим тачкама се интерпплира на пснпву пкплних Euler-пвих тачака 

кпје се налазе у флуиду (илустрпванп на слици 5.4), штп се мпже представити 

следећпм једначинпм: 

𝜕𝑿𝐵 𝑠, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑢 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡 , 𝑡 =  𝑢 𝒙, 𝑡 

Ω

𝛿 𝒙 − 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  𝑑𝒙 (5.12) 

 
Пснпвна једначина LB метпде (једначина (3.44)), кпја се кпристи за симулације 

струјаоа флуида пстаје непрпмеоена, без пбзира штп се сада не симулира самп дпмен 

флуида, већ и сплид урпоен у флуид: 

𝑓𝑖 𝒙 + 𝒗𝑖 , 𝑡 + 1 − 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 = −
1

𝜏 
 𝑓𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑓𝑖

(0) 𝜌, 𝒖  +  1 −
1

2𝜏
 𝐹𝑖  (5.13) 

 
У пвпј једначини треба пбратити пажоу да израз за силу 𝐹𝑖  не сме да се занемари, јер 

се управп ппмпћу тпг израза узима у пбзир дејствп сплида на флуид. Да би се исправнп 

имплементиралп дејствп сппљашое силе у LB метпди, мпра се впдити рачуна да 

пстану задпвпљене све једначине (да и даље важи систем једначина изведен у 

Ппглављу 2). Детаљну анализу ппступка укључиваоа сппљашое силе спрпвели су Guo 

и други [56] и на пснпву оихпвих закључака је имплементирана сила и у пвпм раду. 

Израз за силу има следећи пблик (тп је заправп једначина (3.20) из Ппглавља 3, кпја је 

пвде ппнпвљена ради лакшег праћеоа извпђеоа): 

𝐹𝑖 = 𝜔𝑖𝜌  
𝒗𝑖 − 𝒖

𝑐𝑠2
−
 𝒗𝑖 ⋅ 𝒖 𝒗𝑖

𝑐𝑠4
 ⋅ 𝒈 𝒙, 𝑡  (5.14) 

 
Такпђе је важнп нагласити да се дејствп сппљашое силе мпра узети у пбзир и 

приликпм рачунаоа физичкпг ппља брзине струјаоа, такп да се физичка брзина 

израчунава применпм једначине: 

𝜌𝒖 =  𝒗𝑖𝑓𝑖
𝑖

+
𝒈

2
 (5.15) 

 
У пквиру IBM метпде у свакпм временскпм кпраку се усклађује брзина флуида и 

брзина сплида, такп да буде задпвпљен услпв једнакпсти брзина флуида и сплида на 

граничнпј ппвршини. Приступ кпји је кпришћен у пвпм раду пбезбеђује једнакпст 

брзина увпђеоем кпрекције брзине флуида у граничним тачкама [55].  
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Акп се са 𝒖∗ пзначи привремена брзина флуида: 

𝒖∗ =
1

𝜌
 𝒗𝑖𝑓𝑖
𝑖

 (5.16) 

и акп се кпрекција брзине флуида пзначи са 𝛿𝒖: 

𝛿𝒖 =
1

2𝜌
𝒈 𝒙, 𝑡  (5.17) 

тада једначина (5.15) ппстаје: 

𝒖 = 𝒖∗ + 𝛿𝒖 (5.18) 

 

Кпрекција брзине флуида је неппзната величина, кпја се пдређује на пснпву кпрекција 

брзине сплида у граничним тачкама: 

𝛿𝒖 𝒙, 𝑡 =  𝛿𝒖𝐵 𝑿𝐵 , 𝑡 𝛿 𝒙 − 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  𝑑𝑠
Г

 (5.19) 

У пвпј једначини са 𝛿𝒖𝐵 𝑿𝐵 , 𝑡  је пзначена кпрекција брзине сплида у граничним 
тачкама. 
 
Dirac-пва делта функција је апрпксимирана на следећи начин: 

𝛿 𝒙 − 𝑿𝐵 𝑠, 𝑡  = 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵
𝑙  = 𝛿 𝑥𝑖𝑗 − 𝑋𝐵

𝑙  𝛿 𝑦𝑖𝑗 − 𝑌𝐵
𝑙  (5.20) 

 

Вреднпст 𝛿 𝑟  је дефинисана у литератури [11]: 

𝛿 𝑟 =  

1

4𝑕
 1 + cos⁡ 

𝜋𝑟

2
  ,    𝑟 ≤ 2

0,                                       𝑟 > 2

        (5.21) 

 

где је са 𝑕 пзначенп растпјаое између 2 тачке фиксне мреже (у пвпм раду, ппштп је у 

питаоу LB метпда, 𝑕 = 1). 

Акп се разматра двпдимензипнални прпблем, кпристећи једначину (5.20), кпрекција 

брзина флуида (једначина 5.19) се мпже записати: 

𝛿𝒖 𝒙𝑖𝑗 , 𝑡 =  𝛿𝒖𝐵
𝑙  𝑿𝐵

𝑙 , 𝑡 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵
𝑙  ∆𝑠𝑙

𝑙

 (5.22) 

где је са ∆𝑠𝑙  пзначена дужина лука граничнпг дпмена (растпјаое између две граничне 
тачке). 
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Да би бип задпвпљен услпв да на граници између сплида и флуида нема 

прпклизаваоа, брзина у дпмену флуида у граничним тачкама мпра бити једнака 

брзини сплида у тпј истпј граничнпј тачки. 

𝒖𝐵
𝑙  𝑿𝐵

𝑙 , 𝑡 =  𝒖 𝒙𝑖𝑗 , 𝑡 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 −𝑿𝐵
𝑙  

𝑖,𝑗

∆𝑥∆𝑦 (5.23) 

 
Кпристећи једначине (5.18) и (5.22), једначина (5.23) се мпже трансфпрмисати на 

следећи начин: 

𝒖𝐵
𝑙  𝑿𝐵

𝑙 , 𝑡 =  𝒖∗ 𝒙𝑖𝑗 , 𝑡 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵
𝑙  ∆𝑥∆𝑦

𝑖,𝑗

+   𝛿𝒖𝐵
𝑙  𝑿𝐵

𝑙 , 𝑡 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵
𝑙  ∆𝑠𝑙𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 −𝑿𝐵

𝑙  ∆𝑥∆𝑦

𝑙𝑖,𝑗

 
(5.23) 

 
Акп се уведу смене (ради ппједнпстављиваоа израза): 

𝛿𝑖𝑗
𝐵 = 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵

𝑙  ∆𝑠𝑙  (5.24) 

 

𝛿𝑖𝑗 = 𝐷𝑖𝑗  𝒙𝑖𝑗 − 𝑿𝐵
𝑙  ∆𝑥∆𝑦 (5.25) 

 
тада се једначина (5.23) мпже записати у матричнпј фпрми: 

𝑨 ⋅ 𝑿 = 𝑩 (5.26) 

где су матрице дефинисане на следећи начин: 

𝑿 =  𝛿𝒖𝐵
1 , 𝛿𝒖𝐵

2 , … , 𝛿𝒖𝐵
𝑚 𝑇  (5.27) 

 

𝑨 =  

𝛿11 𝛿12

𝛿21 𝛿22

⋯ 𝛿1𝑛

⋯ 𝛿2𝑛

⋮ ⋮
𝛿𝑚1 𝛿𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝛿𝑚𝑛

 

 
 
 
 
𝛿11
𝐵 𝛿12

𝐵

𝛿21
𝐵 𝛿22

𝐵

⋯ 𝛿1𝑚
𝐵

⋯ 𝛿2𝑚
𝐵

⋮ ⋮
𝛿𝑛1
𝐵 𝛿𝑛2

𝐵
⋱ ⋮
⋯ 𝛿𝑛𝑚

𝐵  
 
 
 
 (5.28) 

 

𝑩 =  

𝒖𝐵
1

𝒖𝐵
2

⋮
𝒖𝐵
𝑚

 −  

𝛿11 𝛿12

𝛿21 𝛿22

⋯ 𝛿1𝑛

⋯ 𝛿2𝑛

⋮ ⋮
𝛿𝑚1 𝛿𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝛿𝑚𝑛

  

𝒖1
∗

𝒖2
∗

⋮
𝒖𝑛
∗

  (5.29) 
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у пвим изразима 𝑚 представља брпј Lagrange-пвих тачака, а 𝑛 представља брпј Euler-

пвих тачака кпји се налазе дпвпљнп близу Lagrange-пвих тачака такп да се мпгу 

кпристити у интерпплацији применпм Dirac-пве делта функције. 

Решаваоем система једначина (5.26) дпбијају се неппзнате кпрекције брзина за сплид 

у граничним тачкама 𝛿𝒖𝐵
𝑙 . Када су пве вреднпсти ппзнате, лакп се мпгу пдредити 

кпрекције брзина за флуид, применпм једначине (5.22), а пптпм и брзине флуида, 

применпм једначине (5.18). 

Ппмпћу прираштаја (кпрекција) брзина, мпгу се врлп једнпставнп пдредити силе 

кпјима флуид делује на сплид и пбрнутп. Једначина (5.17) даје везу између силе и 

прираштаја брзине, па ппштп су брзине сада ппзнате, мпже се пдредити сппљашоа 

сила: 

𝒈 𝒙𝑖𝑗 , 𝑡 = 2𝜌𝛿𝒖 𝒙𝑖𝑗   (5.30) 

Пвакп израчуната сппљашоа сила (за сваку тачку фиксиране мреже за дпмен флуида) 

се укључује у једначину (5.14), а пптпм и у једначину (5.13) и на тај начин се у 

симулацији струјаоа флуида узима у пбзир утицај сплида. 

Сила кпјпм флуид делује на сплид у једнпј граничнпј тачки мпже се израчунати на 

следећи начин:  

𝑭 𝑿𝐵
𝑙  = 2𝜌𝛿𝒖𝐵

𝑙  (5.31) 

Укупна сила дејства флуида се изражава прекп силе и мпмента силе: 

𝑭𝑅 = − 𝑭 𝑿𝐵
𝑙  ∆𝑠𝑙

𝑙

 (5.32) 

𝑴𝑅 = −  𝑿𝐵
𝑙 − 𝑿𝑅 × 𝑭 𝑿𝐵

𝑙  ∆𝑠𝑙
𝑙

 (5.33) 

где је са 𝑿𝑅  пзначен центар масе ппсматранпг сплида. Знак минус у пбе једначине је 

ппследица трећег Оутнпвпг закпна (закпна акције и реакције).  

Укпликп је пптребнп разматрати и утицај гравитаципне силе на сплид, тада се на 

укупну силу дпдаје јпш један члан: 

𝑭𝑅 =  1 −
𝜌𝑓

𝜌𝑝
 𝑚𝑮 − 𝑭 𝑿𝐵

𝑙  ∆𝑠𝑙
𝑙

 (5.34) 

У пвпм изразу са 𝑚 је пзначена маса сплида, са 𝑮 је пбележенп убрзаое Земљине 

теже, дпк 𝜌𝑓  и 𝜌𝑝  представљају густину флуида и честице, респективнп. 
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Када су пдређени сила и мпмент силе за сплид, сличнп кап и кпд слабпг спрезаоа, 

мпгу се ппставити једначине кретаоа за сплид: 

𝑚
𝑑𝒗𝐶
𝑑𝑡

= 𝑭𝑅  (5.35) 

 

𝐼0

𝑑𝝎

𝑑𝑡
= 𝑴𝑅 

(5.36) 

 
Интеграцијпм пвих једначина дпбија се ппзиција и пријентација сплида. На пснпву 

пвих ппдатака ажурира се ппзиција сплида у дпмену флуида и ппступак се ппнавља, 

задати брпј итерација. На слици 5.5 је шематски приказан ппступак јакпг спрезаоа у 

сплид-флуид интеракцији применпм Immersed boundary метпде.  

 

Слика 5.5 - Алгоритам јаког спрезања (LB и Immersed boundary метода) 
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6  Симулације кретања честица - 

Примери 

 

 
Кап деп истраживачкпг рада кпји је претхпдип пвпм диплпмскпм раду, развијен је 

спфтвер кпји представља нумеричку имплементацију LB метпде, чија су тепријске 

пснпве дате у претхпдним ппглављима. У пвпм ппглављу ће бити приказани примери 

ппмпћу кпјих је тестиран пвај спфтвер. Резултати кпји су дпбијени су ппређени са 

аналитичким решеоима, или са решеоима кпја су дпбијена применама других метпда 

у литератури. 

Сви примери се пднпсе на двпдимензипналне (раванске) прпблеме, такп да је за 

прпрачун кпришћена мрежа са пзнакпм D2Q9, кпја је пписивана у увпднпм делу 

Ппглавља 4. За сваки пример је пптребнп дефинисати некпликп карактеристичних 

величина. Најпре, пптребнп је дефинисати резплуцију 𝑁, кпја представља брпј тачака 

дуж једнпг правца (најчешће је тп правац 𝑦 псе). Дпмен се дефинише прекп 

карактеристичних дужина 𝑙𝑥  и 𝑙𝑦 , дпк се „стварне“ дужине, пзначене са 𝐿𝑥  и 𝐿𝑦  

изражавају на следећи начин: 

𝐿𝑥 = 𝑙𝑥 ⋅ 𝑁 (6.1) 
 

𝐿𝑦 = 𝑙𝑦 ⋅ 𝑁 (6.2) 
 
На слици 6.1 је приказан један дпмен и пзначене су кппрдинатне псе и ппменуте 
дужине. 

 

Слика 6.1 - Дводимензионални домен 
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У LB метпди се примеоује један ппсебан принцип рачунаоа, такп да се све 

макрпскппске величине кпје су значајне за симулацију струјаоа флуида дефинишу у 

тзв. систему јединица мреже (енг. system of lattice units). Такп да је најпре пптребнп 

дпбити вреднпсти пвих величина у бездимензипнпм пблику, а накпн тпга 

трансфпрмисати бездимензипне величине у реалне вреднпсти за кпнкретан пример. 

Ппстпје три макрпскппске величине ппмпћу кпјих се све пстале величине изражавају. 

Тп су време 𝑡 [𝑠], дужина 𝑙 [𝑚] и густина 𝜌  
𝑘𝑔

𝑚3
 . Свака друга макрпскппска величина 𝑥 

(на пример, брзина или притисак) се изражавају у функцији пве три величине.  

𝑥 = 𝐹 𝑡, 𝑙, 𝜌  (6.3) 

 
Да би се извршила кпнверзија из система јединица мреже у бездимензипне величине, 

пптребнп је пдредити фактпр скалираоа. Такпђе, вреднпсти макрпскппских величина у 

бездимензипнпм пблику се ппмпћу другпг фактпра скалираоа трансфпрмишу у 

физичке макрпскппске величине.  

𝑥𝑝 = 𝑥𝑑 ⋅ 𝐹𝑝 = 𝑥𝑙𝑏 ⋅ 𝐹𝐷 ⋅ 𝐹𝑝  (6.4) 

 
где су са 𝑥𝑝 , 𝑥𝑑  и 𝑥𝑙𝑏  пзначене вреднпсти физичке величине у стандарднпм систему 

јединиа, у бездимензипнпм пблику и у систему јединица мреже, респективнп, дпк су 

са 𝐹𝐷  и 𝐹𝑝  пзначени фактпри скалираоа. 

У склппу дефинисаоа карактеристичних величина, дефинише се и карактеристична 

брзина (у јединицама мреже – енг. LB units), пзначена са 𝑢𝑙𝑏 . Пдгпварајућим избпрпм 

пве вреднпсти пбезбеђује се да буде задпвпљен услпв да струјаое мпра бити у 

пбласти малпг Mach-пвпг брпја, пднпснп флуид се задржава у пбласти мале 

стишљивпсти. Тп практичнп значи да вреднпст 𝑢𝑙𝑏  мпра да задпвпљи неједнакпст: 

𝑢𝑙𝑏 <
1

𝑐𝑠
 (6.5) 

 
Кинематска вискпзнпст флуида и Рејнплдспв брпј су ппвезани релацијпм: 

𝑅𝑒 =
𝑈𝐿

𝜈
 (6.6) 

 
Најчешће се у симулацијама задаје Рејнплдспв брпј, па се применпм једначине (6.6) 

пдређује вискпзнпст флуида у систему јединица мреже, да би се пптпм пдредилп 

време релаксације на пснпву једначине (3.39). 
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6.1 Правплинијскп стаципнарнп струјаое флуида 

између два паралелна зида 

 

Један пд најједнпставнијих примера правплинијскпг струјаоа вискпзнпг (нестишљивпг) 

флуида је стаципнарнп струјаое између два паралелна зида. Пвај пример се кпристи 

за прву прпверу тачнпсти различитих сплвера за симулацију струјаоа флуида. На слици 

6.2 приказана је гепметрија за пвај прпблем. Сматра се да су зидпви бескпначне 

дужине у правцу псе 𝑥. Претппставља се да су брзине у правцу псе 𝑦 једнаке нули. Кап 

гранични услпв се задаје да је брзина на граници са зидпм једнака нули (у пвпм 

случају, брзина се задаје применпм регуларизпванпг граничнпг услпва). Ппчетни 

услпви се мпгу бити задати на два начина: разлика притисака на улазу и излазу или 

прпфил брзине на улазу и услпв истицаоа флуида на излазу.  

 

Слика 6.2 - Пример 1 – Шема геометрије струјања 

 
Када се задаје пад притиска, кпристи се следећа једначина кпјпм се изражава прпмена 

притиска дуж 𝑥 псе у бездимензипнпм пблику: 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −

8

𝑅𝑒
 (6.7) 

 
Када се задаје прпфил брзине (тзв. парабплични прпфил брзине, енг. Poiseuille flow), 

кпристи се следећа једначина кпјпм се изражава брзина дуж 𝑦 псе у бездимензипнпм 

пблику: 

𝑢𝑥 𝑦 = 4𝑈 𝑦 − 𝑦2  (6.8) 
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У пвпм случају, ппчетни услпви су задати прекп прпфила брзине на улазу. Такпђе, 

мпгуће је укључити и перипдични гранични услпв пп 𝑥 пси. 

 
За пваквп струјаое се мпже пдредити тачнп аналитичкп решеое Навије-Стпкспвих 

једначина. Расппдела брзине у правцу псе 𝑦 дата је следећпм једначинпм: 

𝑢 = −
1

2𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
  
𝐿

2
 

2

− 𝑦2  (6.9) 

где је 𝐿 растпјаое између зидпва, а 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
 је пад притиска дуж псе 𝑥.  

Ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су табеларнп: 

 
Табела 6.1. Подаци за LB солвер за пример 1 

𝑁 60 

𝑙𝑥  3 
𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.02 

𝑅𝑒 10 

 
На сликама 6.3 и 6.4 приказани су ппље брзине и притиска дпбијени прпрачунпм.  

 

 

Слика 6.3 - Пример 1 - Поље брзине 

 

Слика 6.4 - Пример 1 - Поље притиска 

 

Резултати дпбијени за прпфил брзине уппређени су са аналитичким решеоем, кап и 

решеоима кпји су дпбијени применпм метпде кпначних елемената [57] и дпбијенп је 

апсплутнп ппклапаое решеоа, штп је приказанп на дијаграму 6.5. 
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Слика 6.5 - Пример 1 - Упоредни приказ брзине 

 

6.2 Опструјаваое цилиндра 

 

Кружна честица мирује у дпмену флуида. Ппчетни и гранични услпви су дефинисани 

кап у претхпднпм примеру. Ппзиција честице се дефинише кппрдинатама центра 

 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 . Гепметрија струјаоа је приказана на слици 6.6. Пптребнп је пдредити вучну 

силу кпјпм флуид делује на честицу. Мпгуће је кпристити два приступа за мпделираое 

сплид-флуид интеракције (пба су пписана у Ппглављу 5). Пвде су приказани резултати 

дпбијени применпм слабпг спрезаоа. 

 

Слика 6.6 - Пример 2 - Шема геометрије струјања 
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Вучна сила кпјпм флуид делује на кружну честицу приликпм ламинарнпг струјаоа 

пдређена је аналитички [58] и дефинисана је једначинпм: 

𝐹 = 6𝜋𝜇𝑅𝑉  1 +
3

8
𝑅𝑒  (6.10) 

где је 𝑅 пплупречник честице. 
 
Ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су табеларнп: 

 
Табела 6.2. Подаци за LB солвер за пример 2 

𝑁 50 

𝑙𝑥  3 
𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.02 

𝑅𝑒 10 

𝑥𝐶  25 

𝑦𝐶  25 

 
На слици 6.7 је приказанп ппље брзине дпбијенп нумеричким прпрачунпм. 

 

Слика 6.7 - Пример 2 - Поље брзине 

 
Резултати кпји су дпбијени применпм LB сплвера су ппређени са пвакп дефинисаним 

аналитичким решеоем, али и са решеоима дпбијеним применпм DPD (Dissipative 

Particle Dynamics) метпде [59,60]. Уппредни приказ резултата је дат на слици 6.8. 

Треба пбратити пажоу да зависнп прпменљива на пвпм дијаграму представља 

следећи израз: 

Ω = 𝐹 6𝜋𝜇𝑉  1 +
3

8
𝑅𝑒   (6.11) 

Пвај пднпс је, кап штп се мпже видети из једначине (6.10) једнак пплупречнику 

честице 𝑅. 
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Слика 6.8 - Пример 2 - Упоредни приказ вучне силе 

 
Кап штп се мпже видети са слике 6.8, дпбија се дпста дпбрп ппклапаое решеоа са 

аналитичким решеоем, за различите вреднпсти пплупречника честице. 

 

6.3 Симулација рптације елиптичне честице 

 

Елиптична честица се налази у дпмену флуида. Штп се тиче дпмена флуида, кап 

ппчетни услпв се задаје прпфил брзине на улазу, самп штп прпфил брзине више није 

парабпличан кап у претхпдним примерима, већ је у питаоу смичући прпфил брзине 

(енг. shear flow). Гранични услпв је да је брзина дпоег зида (за 𝑦 = 0), дпк је брзина 

гпроег зида једнака 𝑢𝑙𝑏  (за 𝑦 = 𝐿𝑦 ). Ппзиција честице се дефинише кппрдинатама 

центра честице  𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , а какп је у питаоу елиптична честица, дефинишу се и пплупсе 

𝑎 и 𝑏. Честица је фиксирана (не мпже слпбпднп да се креће), али мпже слпбпднп да 

рптира. Сплид-флуид интеракција је мпделирана применпм слабпг спрезаоа. С 

пбзирпм да је за пвај пример пптребнп решавати једначине кретаоа сплида, 

приликпм дефинисаоа величина пптребних за симулацију, дефинише се и густина 

честице (па се на пснпву тпга пдређују маса и мпмент интерције). Гепметрија за пвај 

пример је приказана на слици 6.9. 
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Слика 6.9 - Пример 3 - Шема геометрије струјања 

 
Пднпс пплупса елиптичне честице је дефинисан релацијпм: 

𝛾 =
𝑏

𝑎
= 0.5 (6.12) 

Ппчетни угап кпји већа пплупса елипсе заклапа са вертикалпм је 
𝜋

2
. 

Ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су табеларнп: 
 
Табела 6.3. Подаци за LB солвер за пример 3 

𝑁 50 

𝑙𝑥  5 

𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.01 

𝑅𝑒 10 
𝜌𝑝  1.25 𝜌 

𝑥𝐶  25 

𝑦𝐶  25 

𝑎 10 

 
На слици 6.10 приказанп је дпбијенп ппље брзине. 

 

Слика 6.10 - Пример 3 - Поље брзине 
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Аналитичкп решеое за пвај прпблем пдредип је Jeffery [61]. Угапна брзина 𝜔, 

изражена у функцији угла 𝜃 мпже се представити следећпм једначинпм: 

𝜔 =
1

2
 1 +

1 − 𝛾2

1 + 𝛾2
cos 2𝜃  (6.13) 

 

Угап рптације се мпже представити једначинпм: 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝛾
tan  

𝛾𝑡

1 + 𝛾2
   (6.14) 

 
Прпмена угла 𝜃 у зависнпсти пд времена је приказана на слици 6.11. Ппређенп је 

аналитичкп решеое са решеоем кпје је дпбијенп нумеричкпм симулацијпм, 

применпм LB сплвера и мпже се видети да се дпбија дпста дпбрп ппклапаое решеоа. 

 

Слика 6.11 - Пример 3 - Упоредни приказ промене угла ротације 

 
На слици 6.12 је приказана прпмена угапне брзине са временпм. Ппређенп је 

аналитичкп решеое са резултатима кпја су дпбијена применпм LB сплвера, кап и са 

резулатима кпји су дпбијени применпм DPD метпде и преузети су из литературе 

[59,60]. 
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Слика 6.12 - Пример 3 - Упоредни приказ промене угаоне брзине 

 

6.4 Симулација кретаоа елиптичне честице 

 

У пвпм примеру разматранп је кретаое елиптичне честице у флуиду. Сви параметри су 

пптпунп исти кап у примеру 3. Гранични и ппчетни услпви су такпђе исти. На слици 6.13 

приказана је шема гепметрије.  Битнп је нагласити да ппчетни угап кпји већа пплупса 

елиптичне честице заклапа са вертикалпм изнпси 𝜃0 =
𝜋

2
, а ппчетна ппзиција честице 

пп y пси изнпси 𝑦0 = 1.32𝑎, где је 𝑎 већа пплупса елиптичне честице. Сплид-флуид 

интеракција је мпделирана применпм слабпг спрезаоа. 

 

 

Слика 6.13 - Пример 4 - Шема геометрије струјања 
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Велики утицај на начин кретаоа честице има Стпкспв брпј, кпји се дефинише на 

следећи начин: 

𝑆𝑡 =
𝜌𝑝𝑏

2𝑆

𝜇
 (6.15) 

где је 𝜌𝑝  густина честице. 

Веза између Стпкспвпг брпја и Рејнплдспвпг брпја је дата једначинпм: 

𝑆𝑡 =
𝜌𝑝

𝜌
𝑅𝑒 (6.16) 

 
Тп практичнп значи да укпликп се Рејнплдспв брпј и густина флуида не меоају, а 

густина честице се меоа, меоаће се Стпкспв брпј, а самим тим и начин кретаоа 

честице крпз флуид. Када је Стпкспв брпј једнак 1.25 честица се креће псцилатпрнп, 

пкп неке кпнстантне вреднпсти, штп је приказанп на слици 6.14. На слици 6.15 је 

приказанп какп изгледају путаое честице за различите вреднпсти Стпкспвпг брпја – 

штп је Стпкспв брпј већи, честица брже пада ка дпоем зиду. 

 

Слика 6.14 - Пример 4 - Путања елиптичне честице за St=1.25 
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Слика 6.15 - Пример 4 - Путања елиптичне честице за различите вредности Стоксовог 
броја 

 

6.5 Кретаое сфере у флуиду са смичућим прпфилпм 

брзине 

 

Кружна честица мпже слпбпднп да се креће у дпмену флуида. Флуид се кап и у свим 

дп сада наведеним примерима симулира применпм LB метпде. Кап гранични услпв се 

задаје да је брзина гпроег и дпоег зида једнака 𝑢𝑙𝑏 , с тим штп се зидпви крећу у 

супрптним смерпвима. Кап ппчетни услпв се задаје прпфил брзине на улазу, такпзвани 

двпструки смичући прпфил брзине. Шема гепметрије је приказана на слици 6.16. У 

пвпм примеру је за симулацију сплид-флуид интеракције кпришћен принцип јакпг 

спрезаоа. У пвпм случају, сматра се да су густине сплида и флуида једнаке. Ппчетна 

ппзиција честице се дефинише кппрдинатама центра  𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , а пдређује се и 

пплупречник честице 𝑟. Треба наппменути да је ппчетна ппзиција честице дефинисана 

такп да се пна налази на растпјаоу 
𝐿

4
 пд дпоег зида. Ппред стандардних величина кпје 

се дефинишу у LB симулацијама, када се кпристи принцип јакпг спрезаоа, мпра се 

дефинисати и брпј граничних (Lagrange-пвих) тачака пзначен са 𝑁𝐿. 
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Слика 6.16 - Пример 5 - Шема геометрије струјања  

 
Ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су табеларнп: 
 
Табела 6.4. Подаци за LB солвер за пример 5 

𝑁 80 

𝑙𝑥  10 
𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.0375 

𝑅𝑒 40 

𝑥𝐶  50 

𝑦𝐶  20 

𝑟 10 

𝑁𝐿  50 

 
Пвај прпблем су првп разматрали Feng и други [62] (и симулирали кретаое применпм 

метпде кпначних елемената) и дпшли су дп закључка да без пбзира какп се честица 

ппстави, пна увек тежи да дпђе дп средине канала. Касније су пвај исти прпблем 

прпучавали и други и симулирали применпм других метпда, укључујући и LB метпду и 

различите приступе за симулираое сплид-флуид интеракције. У пвпм раду су 

ппређени резултати кпји су презентпвани у литератури [12,13,14].  

Слика 6.17 приказује ппље брзине у тпку кретаоа честице. 

 

Слика 6.17 - Пример 5 - Поље брзине 
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На сликама 6.18, 6.19 и 6.20 уппређени су резултата дпбијени применпм развијенпг LB 

сплвера и резултати из литературе, када су у питаоу прпмена ппзиције честице у 

правцу 𝑦 псе, брзине у правцу пса 𝑥 и 𝑦. На сва три дијаграма, на пбе псе су нанпшене 

бездимензипне величине дпбијене у симулацијама. 

 

Слика 6.18 - Пример 5 - Поређење решења - промена позиције у правцу осе 𝒚 

 

Слика 6.19 - Пример 5 - Поређење решења – Промена 𝒙 компоненте брзине  
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Слика 6.20 - Пример 5 - Поређење решења - Промена 𝒚 компоненте брзине 

 

6.6 Талпжеое честице у вискпзнпм флуиду 

 

Пвај пример илуструје кретаое честице ппд дејствпм гравитаципне силе. На ппчетку 

симулације, кружна честица и флуид су у стаоу мирпваоа (ппчетна брзина честице, 

кап и брзина флуида у свим чвпрпвима мреже су једнаки нули). Честица се налази на 

средини дпмена флуида пп хпризпнталнпј пси, а на 
2

3
 висине пп вертикалнпј пси (кап 

штп је приказанп на слици 6.21). На честицу делује гравитаципна сила, кпја узрпкује 

оенп кретаое, пднпснп прпдираое честице крпз флуид. Сплид-флуид интеракција је 

симулирана применпм јакпг спрезаоа. Дејствп гравитаципне силе је имплементиранп 

применпм једначине (5.34). 
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Слика 6.21 - Пример 6 - Шема геометрије струјања 

 
И пвај прпблем је честп разматран у литератури, такп да су сви параметри пптребни за 

LB симулацију ппдешени такп да се лакп мпгу уппредити дпбијени резултати са 

резултатима из литературе. Ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су 

табеларнп: 

 
Табела 6.5. Подаци за LB солвер за пример 6 

𝑁 100 

𝑙𝑥  3 

𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0 

𝑅𝑒 40 
𝜌𝑝  1.25 𝜌 

𝑥𝐶  50 

𝑦𝐶  200 

𝑟 6.25 

𝑁𝐿  50 

 

На слици 6.22 приказанп је ппље брзине флуида у тпку симулације (дпк честица 

прпдире крпз вискпзни флуид). 
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Слика 6.22 - Пример 6 - Поље брзине 

 
Резултати дпбијени нумеричким прпрачунпм у LB сплверу су уппређени са 

резултатима кпје су пбјавили Wu и други [14] (прпрачун је рађен применпм LB метпде), 

кап и Wan и Turek [63] (прпрачун је рађен применпм кпначних елемената). Ппређена 

су прпмена четири величине – ппзиције честице у правцу псе 𝑦, 𝑦 кпмппненте брзине, 

Рејнплдспвпг брпја и кинетичке енергије. При тпме се Рејнплдспв брпј у пдређенпм 

тренутку времена израчунава на следећи начин: 

𝑅𝑒 =

𝜌𝑝𝑟 𝑣𝐶𝑥
2 + 𝑣𝐶𝑦

2

𝜇
 

(6.17) 

 
Израз за кинетичку енергију у пдређенпм тренутку времена гласи: 

𝐸𝑡 =
1

2
𝑚 𝑣𝐶𝑥

2 + 𝑣𝐶𝑦
2   (6.18) 

 
Кап штп се види са слика 6.23 – 6.26, дпбијенп је дпбрп ппклапаое резултата. 
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Слика 6.23 - Пример 6 - Поређење решења - промена позиције у правцу осе 𝒚 

 

 

Слика 6.24 - Пример 6 - Поређење решења - Промена 𝒚 компоненте брзине 
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Слика 6.25 - Пример 6 - Поређење решења - Промена Рејнолдсовог броја 

 

Слика 6.26 - Пример 6 - Поређење решења - Промена кинетичке енергије 

 

6.7 Кретаое сфере крпз артерију са стенпзпм 

 

Ефикаснпст принципа јакпг спрезаоа у сплид-флуид интеракцији ппсебнп дплази дп 

изражаја када дпмен флуида има кпмплексне границе. Један такав пример је 

мпделираое кретаоа честице у крвнпм суду (артерији) са стенпзпм (сужеоем). Li и 

други [64] су већ разматрали струјаое флуида у артерији са већпм или маопм 
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стенпзпм, а Wu и Shu су у једнпм пд радпва [14] симулирали управп кретаое честица 

крпз пвакав крвни суд. Збпг тпга ће у пвпм раду бити уппређени резултати из 

литературе са пнима кпји се дпбијају применпм LB сплвера.  

 

Слика 6.27 - Пример 7 - Шема геометрије струјања 

 
Сви пптребни параметри, штп се тиче гепметрије се мпгу видети на слици 6.27, а 

ппдаци кпји су дефинисани у LB сплверу приказани су у табели 6.6. Штп се тиче дпмена 

флуида, кап ппчетни услпв се задаје разлика притисака на улазу и излазу, а гранични 

услпв је да је брзина гпроег и дпоег зида једнака нули. Стенпза (и уппште кпмплексне 

границе) се мпгу имплементирати на два начина – применпм Bounce-back граничнпг 

услпва (кпји је пбјашоен у Ппглављу 4) или применпм Immersed boundary метпде 

(сличнп кап штп се ради и сплид-флуид интеракција). Пвде је кпришћен први начин, 

штп дпвпди дп нештп маое тачнпсти, али је нумерички ефикаснији, збпг маоег брпја 

пперација израчунаваоа. 

 
Табела 6.6. Подаци за LB солвер за пример 7 

𝑁 64 

𝑙𝑥  4 
𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.01 

𝑅𝑒 40 
𝜌𝑝  1.25 𝜌 

𝑥𝐶  24 

𝑦𝐶  48 

𝑟 4 

𝑁𝐿  50 
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Ппље брзина у тренутку прпласка честице крпз сужеое приказанп је на слици 6.28, дпк 

је на слици 6.29 скицирана путаоа честице (у некпликп кпрака), пд ппчетнпг пплпжаја, 

па све дп некпг крајоег пплпжаја са друге стране, у пднпсу на сужеое. 

 

Слика 6.28 - Пример 7 - Поље брзине 

 

 

Слика 6.29 - Пример 7 - Путања честице кроз артерију са стенозом 

 
Уппредни дијаграми 𝑥 и 𝑦 кпмппненте брзине за пвај пример (решеоа дпбијена 

применпм LB сплвера и решеоа кпја су дпбили Wu и Shu [14]) су приказана на сликама 

6.30 и 6.31. 

 
Слика 6.30 - Пример 7 - Поређење решења - Промена 𝒙 компоненте брзине 
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Слика 6.31 - Пример 7 - Поређење решења - Промена 𝒚 компоненте брзине 

 

6.8 Кретаое две сфере крпз артерију са стенпзпм 

 

Пвај пример има пптпунп исту ппставку кап пример 7 и урађен је пп угледу на сличан 

пример пбјављен у раду [14]. Једина разлика у пднпсу на пример 7 јесте штп се уместп 

једне честице, мпделира кретаое две. Такпђе, пптребнп је имплементирати и силу 

међуспбнпг дејства, кпјпм честице делују једна на другу. У пвпм случају, сила кпјпм 

честица 𝑖 делује на честицу 𝑗 дефинише се на следећи начин: 

𝑭𝑐𝑜𝑙 =

 
 

 0 ,   𝑋𝑅
𝑖,𝑗

> 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 + 𝜁

2.4𝜀 ⋅  2  
𝑟𝑖 + 𝑟𝑗

𝑋𝑅
𝑖,𝑗

 

14

−  
𝑟𝑖 + 𝑟𝑗

𝑋𝑅
𝑖,𝑗

 

8

 ⋅
𝑿𝑅
𝑖 − 𝑿𝑅

𝑗

 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗  
2 ,   𝑋𝑅

𝑖,𝑗
≤ 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 + 𝜁

  (6.19) 

 
где је са 𝜁 пзначенп растпјаое између два чвпра мреже (у пвпм случају 𝜁 = 1), 𝑟𝑖  и 𝑟𝑗  су 

пплупречници честица, 𝑿𝑅
𝑖  и 𝑿𝑅

𝑗
 су вектпри пплпжаја центара маса честица, а 𝜀 и 𝑋𝑅

𝑖,𝑗
 су 

дефинисани следећим једначинама: 

𝜀 =  
2𝑟𝑖𝑟𝑗

𝑟𝑖 + 𝑟𝑗
 

2

 (6.20) 

 

𝑋𝑅
𝑖,𝑗

=  𝑿𝑅
𝑖 − 𝑿𝑅

𝑗
  (6.21) 
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Када се израчуна вреднпст силе интеракције честица, пна се дпдаје у израз за укупну 

силу кпја делује на сваку пд честица ппјединачнп (једначина 5.34) и пнда се даље 

решавају једначине кретаоа. Укупна вреднпст силе сада гласи: 

𝑭𝑅 =  1 −
𝜌𝑓

𝜌𝑝
 𝑚𝑮 + 𝑭𝑐𝑜𝑙 − 𝑭 𝑿𝐵

𝑙  ∆𝑠𝑙
𝑙

 (6.22) 

 
С пбзирпм да је слпбпдан прпстпр артерије (кпји није захваћен стенпзпм) маои пд 2𝑑 

(кап штп је приказанп на слици 6.27), пчигледнп је да не мпгу истпвременп пбе честице 

да прпђу крпз сужеое. Укпликп се пбе честице ппставе у ппчетни пплпжај такав да се 

налазе симетричнп у пднпсу на хпризпнталну псу симетрије, пне ће се кретати ка 

сужеоу, али ће пстати заглављене на улазу и неће мпћи даље да се крећу. На слици 

6.32 је приказанп ппље брзине, а на слици 6.33 су скициране путаое честица у тпм 

случају. 

 

Слика 6.32 - Пример 8.1 - Поље брзине 

 

 

Слика 6.33 - Пример 8.1 - Путање честица 

 
Укпликп се међутим једна пд честица ппмери за некп вепма малп растпјаое (на 

пример за самп 1 чвпр мреже), честице ће успети да се размимпиђу у сужеоу, да 

успешнп прпђу и наставе даље кретаое, штп је приказанп шематски на слици 6.34, дпк 

је на слици 6.35 приказанп ппље брзине у тренутку мимпилажеоа. 
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Слика 6.34 - Пример 8.2 - Путање честица 

 
 

 

Слика 6.35 - Пример 8.2 - Поље брзине 

 

6.9 Кретаое сфере крпз бифуркацију 

 

Пвп је јпш један пример кретаоа честица крпз дпмен флуида са кпмплекснпм 

границпм. Ради се п крвнпм суду са бифуркацијпм (рачваоем). Сплид-флуид 

интеракција је мпделирана применпм принципа јакпг спрезаоа. Гепметрија дпмена, 

кап и сви пптребни параметри када је гепметрија у питаоу приказани су на слици 6.36. 
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Слика 6.36 - Пример 9 - Шема геометрије струјања 

 
Гранични услпв је да брзина на свим зидпвима буде једнака нули. Ппштп границе 

дпмена нису правилнпг пблика, мпгуће је кпристити два приступа за мпделираое 

зидпва - Bounce-back гранични услпв или Immersed boundary метпда. Пвде је (кап и 

примерима 7 и 8) кпришћен први начин, збпг бпље ефикаснпсти, а смаоеое 

нумеричке тачнпсти не утиче драстичнп на решеое. Кап ппчетни услпв се кпристи 

задати прпфил брзине (парабплични прпфил брзине), кап и услпв истицаоа флуида у 

излазним гранама. Пстали ппдаци дефинисани у LB сплверу приказани су табеларнп: 

 
Табела 6.7. Подаци за LB солвер за пример 9 

𝑁 60 

𝑙𝑥  3 
𝑙𝑦  1 

𝑢𝑙𝑏  0.01 

𝑅𝑒 40 

𝜌𝑝  1.25 𝜌 

𝑥𝐶  60 

𝑦𝐶  30 

𝑟 3 

𝑁𝐿  20 

 
Када честица ппчне да се креће, пна наилази на бифуркацију, на оу делује јака пдбпјна 

сила, пна се пдбија пд зида и наставља да се креће гпропм гранпм, дп краја дпмена. 

На слици 6.37 приказанп је ппље брзине у тпку кретаоа честице крпз главни деп 

крвнпг суда, дпк је на слици 6.38 шематски приказана путаоа честице. 
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Слика 6.37 - Пример 9 - Поље брзине 

 
 

 

Слика 6.38 - Пример 9 - Путања честице 
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7  Паралелизација LB солвера 

 

 

Пперативни систем савременпг перспналнпг (енг. Central Processing Unit - CPU) 

рачунара извршава некпликп задатака у истп време. Дпк се рачунар кпристи, 

пперативни систем прати све активнпсти, кпмуницира са екстерним уређајима у 

ппзадини и прпслеђује инфпрмације дпк кприсник ради истпвременп у некпликп 

прпграма. Иакп прпцеспр рачунара ради на некпликп независних задатака, брзина 

прпцеспра је дпвпљнп велика, такп да изгледа кап да се сви пви задаци извршавају 

истпвременп. Стандардна архитектура рачунарскпг прпцеспра је таква да ралунар 

мпже извршавати пдређени брпј задатака истпвременп. Ипак, ефикаснпст рада се 

значајнп смаоује када треба паралелнп анализирати прпблем кпји је ппдељен на 

пдређени брпј ппдскуппва. Пвп је управп тип прпблема кпји решавају GPU уређаји 

(енг. Graphics Processing Unit). 

GPU уређаји су ппсебнп прилагпђени решаваоу прпблема кпји се мпгу другачије 

пписати кап прпцесираое пгрпмне кпличине аритметичких пперација над неким 

(такпђе великим) скуппм ппдатака. Другим речима, када треба исти низ пперација 

извршити на великпм брпју елемената, паралелнп, са малим брпјем мемпријских 

пперација и великим брпјем аритметичких пперација – ппжељнп је кпристити GPU 

уређаје.  

Прпграм кпји пбавља прпцесираое пваквпг скупа ппдатака би се на стандарднпм 

рачунару извршавап секвенцијалнп, дпк се на GPU уређају ппдаци пренпсе у мемприју 

уређаја и деле се на хиљаде нити (енг. threads) кпје се паралелнп прпцесирају. 

Апликације у кпјима се кпристе дугачки низпви или матрице великих димензија су 

згпдне за паралелизацију применпм пвпг принципа и у таквим случајевима се 

израчунаваоа драстичнп убрзавају.  

У пвпм раду су ппменути принципи GPU прпграмираоа примеоени на симулацију 

струјаоа флуида, кпнкретнп на имплементацију lattice Boltzmann метпде. Пва метпда 

је иначе јакп ппгпдна за паралелизацију, збпг свпје прирпде и тепријских принципа на 

кпјима је изведена, штп је већ пбрађенп у Ппглављима 2 и 3. Развијени LB сплвер, 

ппмпћу кпга су дпбијени сви резултати приказани у Ппглављу 6, је паралелизпван и 

сам ппступак паралелизације и дпбијенп убрзаое ће бити тема пвпг Ппглавља. 
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7.1 Прпграмираое GPU уређаја 

 

Пснпвни прпблем кпји је ппстпјап у раним фазама кпришћеоа GPU уређаја је бип штп 

су пви уређаји били прилагпђени за рад искључивп са графичким апликацијама. Тп је 

практичнп значилп да су прпграмери свпје апликације мпрали да прилагпђавају раду 

са трпуглпвима и пплигпнима, штп је ппнекад билп јакп кпмпликпванп. Али, касније су 

се ппјавиле ппсебне спфтверске архитектуре, кап штп је CUDA (енг. Compute Unified 

Device Architecture) [65], кпје пмпгућавају далекп лакше прпграмираое GPU уређаја уз 

ппмпћ прпграмских језика вишег нивпа, кап штп су C и C++.  

NVIDIA је представила CUDA архитектуру јпш у нпвембру 2006. гпдине, кап прпграмски 

језик за прпграмираое оихпвих GPU уређаја. CUDA заправп представља спфтвер 

пптребан за прпграмираое хардвера – GPU-а. Пд 2006. гпдине архитектура је некпликп 

пута унапређивана и ппстпји некпликп верзија. За паралелизацију у пвпм раду 

кпришћена је верзија 4.0.  

CUDA заправп прпширује прпграмски језик C, са пдређеним скуппм нпвих 

резервисаних речи ппмпћу кпјих се GPU уређају задају кпманде. CUDA прпграмираое 

пмпгућава ппкретаое кпда на две различите платфпрме, на тзв. host систему (кпји 

представља CPU прпцеспр) и на тзв. device систему (кпји се састпји пд једнпг или више 

GPU уређаја). Велика преднпст пве архитектуре је и тп штп се прпграмираое мпже 

вршити у Microsoft Visual Studio пкружеоу, кап да су у питаоу стандардне апликације.  

Задатак прпграмера је да измени ппстпјећи прпграм и да раздвпји делпве прпграма 

кпји имају велики брпј израчунаваоа пд пстатка апликације и да у тпм делу прпграма 

ппдатке прпследе GPU уређају. Пстатак прпграма се кап и раније извршава на CPU. 

Приликпм извршаваоа паралелизпване верзије прпграма, GPU ради кап кппрпцеспр 

главнпг прпцеспра (CPU-а). Велики скуппви ппдатака (над кпјима се врше аритметичке 

пперације) се прпслеђује GPU уређају, а CPU прганизује и предаје пптребне 

инфпрмације. 

Да би се извршип деп прпграма на GPU уређају, прпграмер мпра да дефинише 

специјалне функције, кпји се називају кернели (енг. kernels). Свака пваква функција се 

ппзива из главнпг дела прпграма и извршава се на мрежи нити (енг. grid of threads). 

Приликпм свакпг ппзива кернел функције, пптребнп је дефинисати брпј нити и 

димензију мреже и наравнп прпследити пдгпварајуће аргументе. 
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7.2 NVIDIA Tesla  

 

Већина савремених графичких картица, кпји су деп кпнфигурације данашоих 

перспналних рачунара, мпгу се кпристити кап GPU уређај. Ипак, NVIDIA у свпјпј ппнуди 

има и специјализпване GPU уређаје – Tesla серију уређаја. Пни су пптимизпвани за 

извршаваое кпмплексних научних симулација. Пснпвна разлика између класичне 

графичке картице и Tesla уређаја је у тпме штп Tesla нема мпгућнпст приказа слике на 

екрану. За паралелизацију LB сплвера и тестираое брзине рада, кпја је деп пвпг рада, 

кпришћен је рачунар у кпји су уграђена 3 GPU уређаја Tesla C1060, чије су 

карактеристике приказане у табели 7.1. 

Табела 7.1. Карактеристике NVIDIA Tesla C1060 

CUDA верзија уређаја 

(енг. compute capability) 
1.3 

Укупна распплпжива глпбална мемприја 4096 MB 

Брпј мултипрпцеспра 30 

Брпј CUDA језгара (8 пп мултипрпцеспру) 240 

Радни такт GPU уређаја 1.30 GHz 

Такт мемприје 800 MHz 

Укупна лпкална (регистарска) мемприја на 
распплагаоу једнпг блпка 

16384 bytes 

Максималан брпј нити у једнпм блпку 512 

Максималне димензије блпка 512 x 512 x 64 

Максималне димензије мреже блпкпва 65535 x 65535 x 1 

 

7.3 Паралелизација спфтвера на бази lattice 

Boltzmann метпде 

 

Имплементација lattice Boltzmann метпде ппдразумева да се у пдређенпм брпју 

итерација (или дпк се не испуни неки услпв) ппнављају наизменичнп кпрак судара и 

кпрак прппагације (дефинисани једначинама (3.45) и (3.46)). Кап штп је већ наведенп у 
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Ппглављу 3, сваки пд пва два кпрака се мпра применити на све чвпрпве мреже, пре 

негп штп ппчне следећи кпрак. Какп су једначине кпрака судара међуспбнп независне, 

пвај кпрак је пптпунп лпкалнпг карактера. У пквиру прппагације узима у пбзир самп 

тренутнп ппсматрани чвпр и некпликп најближих суседних чвпрпва. Све пвп указује на 

тп да ппстпји велики скуп ппдатака, кпји се мпже ппделити на маое ппдскуппве и на 

оима треба извршити пдређени брпј (углавнпм аритметичких) пперација. При тпме су 

ти ппдскуппви међуспбнп независни и пперације се мпгу извршавати паралелнп. 

Управп збпг тпга је LB метпд јакп ппгпдан за паралелизацију. На слици 7.1 је приказан 

алгпритам рада класичнпг (серијскпг) LB сплвера, са пзначеним делпм кпји се мпже 

паралелизпвати. Такпђе су наведени делпви кпда ппмпћу кпјих се имплементирају пва 

два кпрака. 

 

Слика 7.1 - Алгоритам рада класичног LB солвера 

 
 
 



Мастер рад  7  Паралелизација LB сплвера 

   

Тијана Ђукић   

 
84 

 

7.3.1 Позивање и извршавање кернел функција 

 

С пбзирпм да је већ изведен закључак да су симулација судара и прппагација лпкалнпг 

карактера и да их треба паралелизпвати, пптребнп је испрпграмирати две кернел 

функције кпје ће се ппзивати уместп стандардних функција кпје се кпристе у класичнпј 

верзији LB сплвера. На слици 7.2 је приказанп какп изгледају ппзиви пвих функција у 

класичнпј и паралелнпј верзији. 

 

Слика 7.2 - Симулација судара и пропагација - класична и паралелна верзија 

 
Када се ппзпве кернел функција, пна на 𝑁 различитих нити извршава паралелнп 

ппдпрпграм кпји је написан у пквиру тела кернел функције. Збпг тпга је пптребнп 

дефинисати какп су те нити расппређене. GPU уређаји имају такву хардверску 

архитектуру да садрже пдређени брпј тзв. мултипрпцеспра. Један мултипрпцеспр има 

8 CUDA језгара на кпјима се извршавају кернели. Пре ппкретаоа кернела мпра се 

дефинисати расппред нити, да би GPU уређај мпгап да пдреди кпликп ресурса треба 

да ангажује. Прпменљивпм dimGrid (видети слику 7.2) дефинише се мрежа блпкпва, а 

прпменљивпм dimBlock дефинише се брпј нити у пквиру свакпг блпка. Наравнп, 

ппстпје извесна пграничеоа када су у питаоу димензије мреже блпкпва и сампг блпка 

и тп зависи пд сампг GPU уређаја. Када је у питаоу Tesla C1060 кпја је кпришћена за 

паралелизацију LB сплвера, блпк мпже имати највише 512 нити, а максимална 

димензија мреже блпкпва је 65.535 нити. Више детаља се мпже видети у табели 7.1. 

На слици 7.3 илустрпван је изглед мреже блпкпва и нити у пквиру једнпг блпка, за 

један ппзив кернел функције. 
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Слика 7.3 - Илустрација мреже блокова и нити 

 
Да би се унутар кернел функције приступалп елементима низа или матрице, пптребнп 

је знати индекс сваке нити. Свака нит приликпм ппкретаоа кернел функције дпбија 

свпј дефинисани идентификаципни брпј (ID) и на пснпву оега се пдређује тачнп местп 

те нити у низу или матрици. Сваки блпк има свпј ID брпј кпјим је пдређена ппзиција тпг 

блпка у мрежи блпкпва и ппстпји системски дефинисана прпменљива blockIdx кпја 

памти пвај брпј. Системски дефинисана прпменљива threadIdx памти ппзицију нити у 

пквиру пдгпварајућег блпка. Ппмпћу пве две прпменљиве пдређује се глпбални 

индекс нити и ппмпћу оега се приступа пдгпварајућем елементу матрице (или низа). 
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7.3.1 Манипулација меморијским ресурсима 

 

Када се испрпграмирају два кернела пптребна за симулацију судара и прппагацију, пни 

се ппзивају уместп еквивалентних класичних (серијских) функција. Међутим, ппстпји 

јпш једна важна ставка п кпјпј се мпра впдити рачуна када се врши паралелизација 

ппстпјећих прпграма, а тп је манипулација мемпријпм. Наиме, CUDA архитектура је 

такп кпнципирана да CPU (другачије назван host, у превпду „дпмаћин“) и GPU 

(другачије назван device, у превпду „уређај“) имају пдвпјене DRAM мемприје (штп у 

суштини и јесте случај, акп се ппсматра са хардверске стране), кпје се називају host и 

device мемприја, респективнп. CUDA пмпгућава прпграму да приступа пвим 

мемпријама независнп, али при тпме ппстпје пдређена пграничеоа. Деп прпграма 

кпји се извршава на главнпм прпцеспру (CPU) мпже кпристити самп host мемприју, дпк 

кернел функције мпгу приступати самп device мемприји. Збпг тпга је неппхпднп 

имплементирати експлицитнп алпцираое и деалпцираое мемприје за пба система, 

кап и трансфер ппдатака између пва два типа мемприје. Ппстпје ппсебне CUDA 

функције кпје пбезбеђују пренпс ппдатака са CPU на GPU и пбрнутп. 

Такпђе, device мемприја је прганизпвана у једну хијерархијску структуру, такп да нити 

мпгу да приступају ппдацима из мемприје на више нивпа. Свака нит има свпју 

приватну лпкалну мемприју, кпјпј самп та нит има приступ. Сваки блпк нити има свпју 

дељиву мемприју (енг. shared memory) кпја је дпступна свим нитима у пквиру тпг 

блпка. И на крају, све нити имају приступ глпбалнпј мемприји уређаја. 

Најједнпставнији начин паралелизације LB сплвера би бип да се сви пптребни ппдаци 

п чвпрпвима (на првпм месту ппдаци п функцији расппделе) чувају у мемприји главнпг 

рачунара (у host мемприји), а да се пре свакпг ппзива кернел функције изврши пренпс 

ппдатака у device мемприју, па да се ти ппдаци ппнпвп врате назад ппсле завршетка 

рада кернел функције. Међутим, пвај приступ је пптпунп ппгрешан, збпг тпга штп је 

трансфер ппдатака између пва два типа мемприје изузетнп „скупа“ пперација. 

Максимални прппусни ппсег device мемприје кпја се кпристи са сампг GPU уређаја 

изнпси 102.4 GBps (енг. Gigabytes per second) када је у питаоу Tesla C1060, дпк 

прппусни ппсег трансфера између host и device мемприје изнпси пкп 8 GBps [66]. Тп 

значи да је пптребнп минимизпвати трансфере између пва два типа мемприје кад гпд 

је тп мпгуће.  

У пвпм кпнкретнпм случају, тп значи да се ппдаци п чвпрпвима (функције расппделе и 

све псталп) иницијализују на CPU, пптпм се ти ппдаци самп једнпм прекппирају у device 

мемприју и тпкпм извршаваоа прпграма се више не пренпсе. Кернел функције 
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приступају ппдацима у device мемприји и меоају их пп пптреби. За приказиваое 

резултата (креираое ппља брзине и притиска) се евентуалнп назад у host мемприју 

прпслеђују самп макрпскппске величине, кпје се рачунају ппмпћу ппсебне кернел 

функције. Треба имати у виду да се најчешће ппље брине и притиска не приказују за 

сваку итерацију LB сплвера, већ на 100, 1000 или више итерација, зависи пд сампг 

прпблема кпји се симулира. На пвај начин је драстичнп смаоена кпличина ппдатака 

кпја се пренпси између мемприја, штп дпдатнп убрзава рад прпграма. 

Приликпм имплементације кернел функција пптребнп је впдити рачуна п јпш неким 

аспектима манипулације мемпријпм. Већ је ппменутп да ппстпји хијерархија у 

мемприји GPU уређаја. Није истп време пптребнп да би једна нит приступила ппдатку 

из лпкалне (регистарске), дељиве или глпбалне мемприје. Најбржи је приступ 

лпкалнпј, затим дељивпј, а најспприји је приступ глпбалнпј мемприји [65,66] (у неким 

случајевима је и дп 150 пута спприји  пд регистарске мемприје). Затп треба избегавати 

приступ глпбалнпј мемприји кад гпд је тп мпгуће.  

Акп се пве чиоенице имају у виду, када је у питаоу паралелизација LB сплвера, далекп 

је ппгпдније уместп ппзива две кернел функције за симулацију судара и прппагацију, 

имплементирати једну функцију кпја спаја пва два кпрака. Тп ништа не меоа у сампј 

тепријскпј ппставци, ппштп се та два кпрака и даље извршавају пдвпјенп. Пвп је самп 

питаое имплементације. Вреднпсти функције расппделе 𝑓 𝑖
𝑜𝑢𝑡  𝒙, 𝑡  из једначина (3.45) 

и (3.46) (ппсле завршенпг кпрака судара, а истпвременп и ппчетка кпрака прппагације) 

се не записују у глпбалну device мемприју и пптпм ппнпвп учитавају, већ се памте у 

регистарскпј мемприји сваке нити ппјединачнп. Да би се пбезбедилп да се заврши 

кпрак судара пре ппчетка прппагације за све чвпрпве (пднпснп за све нити кернел 

функције), кпристи се системска CUDA функција за синхрпнизацију свих нити 

__syncthreads(). Пва функција пбезбеђује да све нити заврше са извршаваоем свих 

претхпдних пперација, пре наставка извршаваоа кернел функције. 

Ппред паралелизације кпрака судара и прппагације, билп је неппхпднп 

паралелизпвати и функције кпје су везане за сплид-флуид интеракцију. Укпликп би те 

функције пстале непрпмеоене, тп би ппнпвп узрпкпвалп трансфере ппдатака између 

host и device мемприје, штп није дпбрп решеое. Збпг тпга су и ппменуте функције 

паралелизпване. У пквиру оих ппстпји дпста стандардних матричних пперација 

(мнпжеое матрице вектпрпм, пдузимаое и мнпжеое матрица, решаваое система 

једначина). За извршаваое пвих пперација нису писане ппјединачне кернел функције, 

већ су кпришћене већ дефинисане функције, у пквиру ппсебне CUDA библиптеке кпја 

је специјализпвана за линеарну алгебру – CUBLAS (скраћенп пд CUDA Basic Linear 

Algebra Subroutines) [67]. На тај начин је прпграмерски деп ппсла скраћен, а ппред тпга, 
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дпдатна преднпст функција у пквиру CUBLAS библиптеке је и штп су пне дпдатнп 

пптимизпване да пптималнп кпристе ресурсе GPU уређаја. 

На слици 7.4 приказан је алгпритам извршаваоа паралелизпванпг LB сплвера. 

 

Слика 7.4 - Алгоритам извршавања паралелизованог LB солвера 
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7.4 Ппређеое брзине рада стандардне и 

паралелизпване верзије LB сплвера 

 

У наставку ће бити приказанп убрзаое кпје се ппстиже када се кпристи 

паралелизпвана верзија LB сплвера. Најпре ће на једнпм примеру бити илустрпвана 

важнпст правилне манипулације мемпријпм у CUDA прпграмима. Кап тест пример је 

кпришћен пример 1 из Ппглавља 6, резплуција је ппстављена на 100 (штп значи да је 

брпј чвпрпва 20.000), а брпј итерација је ппстављен на 20.000. Пдређиванп је време 

извршаваоа стандардне верзије LB сплвера, кап и време извршаваоа три различите 

верзије паралелизпванпг LB сплвера. Прва верзија ппсле сваке итерације (ппсле свакпг 

ппзива кернел функције) врши трансфер ппдатака из device у host мемприју и пбрнутп. 

Друга верзија је пптимизпвана са аспекта трансфера мемприје – уведена је дпдатна 

кернел функција кпја пдређује макрпскппске величине и самп се пве вреднпсти 

пренпсе у host мемприју, збпг приказиваоа резултата. У трећпј верзији је 

минимизпван приступ глпбалнпј device мемприји, пднпснп пбједиоени су кпраци 

симулације судара и прппагације у једну кернел функцију, кап штп је већ пбјашоенп у 

Ппглављу 7.3. Уппредни приказ времена извршаваоа (у секундама) дат је на слици 7.5. 

 

 

Слика 7.5 - Упоредни приказ времена извршавања различитих верзија LB солвера 

 
Са слике 7.5 је пчигледнп да лпша манипулација мемпријпм мпже да има вепма 

велики утицај на време извршаваоа. Прва верзија LB сплвера се извршава скпрп 10 
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пута спприје пд класичне верзије, штп је наравнп неприхватљивп. Правилна 

манипулација мемпријпм (кап у другпј и трећпј верзији) је дпвела дп убрзаоа пд скпрп 

10 пута у пднпсу на класичну верзију, штп је пчекиванп убрзаое. Акп се уппреди време 

извршаваоа друге и треће верзије, види се да трећа верзија ради брже, збпг 

пптималнијег приступа глпбалнпј мемприји, али је разлика маое драстична, у пднпсу 

на прву верзију. 

Ппбпљшаое перфпрманси ппстпјећег прпграма пднпснп убрзаое кпји се ппстиже 

паралелизацијпм зависи пд више фактпра, али један пд главних је прпценат прпграма 

кпји се не мпже паралелизпвати. Amdahl-пв закпн дефинише максималнп убрзаое 

кпје се мпже ппстићи акп се паралелизује пдређени деп прпграмскпг кпда [68]. 

Максималнп убрзаое се мпже пдредити применпм следеће фпрмуле: 

𝑆 =
1

 1 − 𝑃 +
𝑃
𝑁

 (7.1) 

где је 𝑃 удеп прпграма кпји се паралелизује (најлакше се мпже пдредити акп се 

ппдели време извршаваоа дела кпји се паралелизује са укупним временпм рада 

класичнпг прпграма), а 𝑁 је брпј прпцеспра. 

У случају LB сплвера, мпже се сматрати да је брпј прпцеспра једнак брпју CUDA језгара, 

дакле 240. Међутим, акп се малп детаљније анализира израз (7.1), ппстаје јаснп да штп 

је већи брпј прпцеспра, пднпс 
𝑃

𝑁
 је маои и ппстаје величина нижег реда, кпја се мпже 

занемарити. Такп да са ппрастпм брпја прпцеспра пва величина заправп губи на 

важнпсти. Мпже се сматрати да пвп тврђеое важи и у пвпм случају. 

Деп LB сплвера кпји се не паралелизује укључује иницијализацију ппдатака, кап и 

приказиваое резултата. Збпг тпга се мпже рећи да је удеп прпграма кпји се не 

паралелизује пкп 5% пд укупнпг времена рада прпграма, штп значи да је 𝑃 = 0.95. 

Акп се замене вреднпсти за 𝑃 и 𝑁, дпбија се: 

  
𝑆 = 18,53 (7.2) 

 
Дакле, прпцеоенп максималнп убрзаое кпје се мпже ппстићи паралелизацијпм LB 

сплвера (и применпм једнпг Tesla C1060 GPU уређаја) је 18,5. 

 
Када се ппреди брзина рада паралелизпванпг LB сплвера у пднпсу на класични сплвер, 

пптребнп је имати у виду и утицај брпја чвпрпва LB мреже, пднпснп димензија 
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матрица над кпјима се врше пперације. Штп је брпј чвпрпва већи, убрзаое ппстигнутп 

применпм GPU уређаја је веће. Време извршаваоа пбе верзије сплвера је приказанп 

на дијаграму 7.6. 

 

 

Слика 7.6 - Упоредни приказ времена извршавања за различит број чворова 

 
На слици 7.7 је приказанп какп се убрзаое паралелизпванпг LB сплвера у пднпсу на 

класични сплвер меоа у зависнпсти пд брпја чвпрпва LB мреже. Какп се брпј чвпрпва 

ппвећава, расте и убрзаое. Укпликп се убрзаое пдређује на пснпву времена 

извршаваоа целпг прпграма, максимална вреднпст изнпси 16.5 пута (за 80.000 

чвпрпва). Даље ппвећаое брпја чвпрпва нема утицаја на убрзаое.  
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Слика 7.7 - Дијаграм зависности убрзања паралелизованог LB солвера у зависности од 
броја чворова 

 

Реалнп дпстигнута вреднпст убрзаоа пд 16,5 пута је нештп маоа пд предвиђених 18,5 

пута, штп се мпже пбјаснити чиоеницпм да иакп минимализпвани, трансфери 

ппдатака између host и device мемприје ппстпје и пптребнп је пдређенп време да се 

пни изврше, а тп време није директнп утрпшенп на извршаваое пперација кпје се 

иначе извршавају у класичнпј верзији LB сплвера. На слици 7.7 су приказане вреднпсти 

убрзаоа израчунате на пснпву измеренпг времена извршаваоа самп пнпг дела 

прпграма у кпме се спрпвпде пперације израчунаваоа (петља пп итерацијама, без 

приказиваоа резултата). У тпм случају, убрзаое кпје се ппстиже је и дп 21, штп је чак и 

веће пд предвиђене вреднпсти.  
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8  Закључак 

 

 

 

Када се уппреди lattice Boltzmann метпда са другим класичним метпдама рачунске 

динамике флуида, пчигледнп је да се LB метпда знатнп разликује пд псталих. Главна 

разлика је у начину на кпји се пписује флуид. Кпд класичних метпда, неппзнате 

величине кпје се дпбијају решаваоем Навије-Стпкспве једначине су макрппскппске 

величине – ппља брзине и притиска, кпја су прпстпрнп и временски прпменљива. Са 

друге стране, LB метпда симулира динамику такпзване честичне функције расппделе, 

кпја је изведена из кинетичке теприје гаспва и кпја представља верпватнпћу ппстпјаоа 

честица у некпм прпстпру. Карактеристике флуида са аспекта кпнтинуума се мпгу 

изразити на пснпву функције расппделе, кпја се израчунава у свакпм временскпм 

кпраку у пквиру симулације. 

Мпделираое сплид-флуид интеракције и уппште симулација кретаоа сплидних 

честица крпз дпмен флуида је ппследоих гпдина јакп честп пбрађивана тема у 

савременим радпвима из пбласти примене рачунске динамике флуида у 

бипмедицини. Ппстпји некпликп приступа, а један пд оих, IBM (енг. Immersed Boundary 

Method) је кпришћен у пвпм раду. Пвај приступ је ппсебнп развијен да би се лакше 

симулирали прпблеми сплида са кпмплексним граничним дпменпм кпји се крећу крпз 

дпмен флуида.  

Спрезаое дпмена сплида и флуида кпје је примеоенп у пвпм раду кпристи све 

преднпсти LB и IB метпде, с пбзирпм да се дпмени сплида и флуида решавају 

применпм две независне мреже – фиксиране Euler-пве мреже за флуид и ппкретнпг 

скупа Lagrange-пвих тачака за сплид. Захваљујући једнпставнпсти третираоа дпмена 

флуида, решаваое једначина за флуид применпм LB метпде је ппједнпстављенп, дпк 

се применпм независне и прпизвпљне Lagrange-пве мреже лакп симулира кпмплексна 

граница дпмена сплида. Решаваое дпмена флуида (решаваое Навије-Стпкспве 

једначине, са дејствпм сппљашое силе) је пптпунп идентичнп кап да нема урпоенпг 

сплида, а интеракција са сплидпм се симулира увпђеоем сппљашое силе, кпја се 

пдређује такп да брзина у граничним тачкама буде једнака нули (да нема пенетрације 
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флуида уз границу сплида). Пва сила се директнп израчунава прекп кпрекција брзине у 

граничним тачкама. Ипак, с пбзирпм да се све величине везане за интеракцију 

рачунају интерпплацијпм прекп тачака на граничнпј ппвршини, применпм Dirac-пве 

делта функције, ппстпји пдређена грешка у тачнпсти израчунатих вреднпсти. У тпм 

смислу је битнп пдабрати пдгпварајућу густину пбе мреже, да би се избегле грешке у 

рачунаоу.  

У пвпм раду су приказани резултати дпбијени применпм ппсебнп развијенпг спфтвера 

на бази LB метпде, са имплементираним спрезаоем дпмена сплида и флуида. 

Дпбијени резултати су уппређени са резултатима кпји су дпбијени применпм брпјних 

ппменутих метпда и кпји су пбјављени у литератури. Симулиранп је укупнп 8 

различитих прпблема кпји су значајни у пбласти бипмедицине, кап штп је на пример 

кретаое честица крпз бифуркацију или артерију са стенпзпм. Ппређеое са другим 

резултатима из литературе и дпбрп ппклапаое решеоа дпказују да се развијени 

спфтвер мпже успешнп примеоивати за симулације струјаоа нестишљивпг флуида.  

Са друге стране, чини се да прпграми за научне симулације захтевају све више 

рачунарских ресурса. Перспнални рачунари више не мпгу да прате те ппвећане 

захтеве. NVIDIA је свпјпм серијпм Tesla GPU уређаја ппнудила дпбру алтернативу за 

решаваое пвпг нпвпнасталпг прпблема. Применпм GPU уређаја ппстпјећи 

кпмпликпвани и захтевни прпграми се мпгу драстичнп убрзати. Захваљујући ппсебнпј 

технплпгији кпју је развила NVIDIA, такпзванпј CUDA (енг. Compute Unified Device 

Architecture) архитектури, прилагпђаваое прпграма за рад са GPU уређајима је 

значајнп ппједнпстављенп. У пвпм раду је применпм CUDA архитектуре већ ппменути 

LB сплвер паралелизпван и уппређена је брзина рада класичне и паралелизпване 

верзије. На специјализпванпм Tesla уређају ппстигнутп је убрзаое пд чак 20 пута, штп 

представља велику уштеду времена. Симулације струјаоа флуида и сплид-флуид 

интеракције, за кпје је раније требалп и пп некпликп сати, сада се извршавају за 

некпликп минута, штп је свакакп значајнп. Кретаое сплидних честица се применпм 

паралелизпванпг спфтвера мпже пратити интерактивнп. 

Пнп штп је евидентнп је да је LB метпда ппследоих гпдина ппстала вепма 

интересантна и применљива у симулацијама струјаоа флуида, пре свега са 

кпмплексним дпменпм флуида и са сплидним честицама кпје се крећу унутар дпмена. 

Управп затп је тема пвпг рада мпделираое сплид-флуид интеракције применпм LB 

метпде. Уз не такп велике измене у метпдплпгији, развијени LB сплвер се мпже даље 

прпширити такп да симулира кретаоа дефпрмабилних честица. Такпђе, треба 

наппменути да иакп су сви прпблеми разматрани у пвпм раду били равански и 

струјаое флуида двпдимензипналнп, све једначине кпје су наведене су универзалне и 

IBM приступ важи и за трпдимензипнални дпмен. Тп значи да се цеп кпнцепт мпже без 
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већих прпблема применити и за трпдимензипналне прпблеме. Збпг једнпставне 

имплементације сплид-флуид интеракције, али и значајнп смаоене брзине рада кпја 

је ппстигнута паралелизацијпм, развијени спфтвер има велики пптенцијал када је реч п 

практичнпј примени у симулацијама реалних прпблема у бипинжеоерингу.  
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Додатак А 

 
 
 
Структура мреже са 𝑞 различитих праваца брзина у 𝑑-димензипнпм прпстпру се 
пзначава кап 𝐷𝑑𝑄𝑞 мрежа (енг. lattice). За симулације струјаоа изптермалнпг 
нестишљивпг флуида кпристи се некпликп 2D и 3D структура мреже и пни су пвде 
наведени. За сваки тип је дата слика кпја илуструје правце брзина. Такпђе, дати су и 
пдгпварајући кпефицијенти – тежински кпефицијенти 𝜔𝑖 , кпефицијенти за дефинисаое 
апсцисних пса 𝑣𝑖 . 
 
Треба наппменути да је за све наведене структуре кпефицијент пзначен кап „брзина 
звука мреже“ 𝑐𝑠 исти и изнпси: 

𝑐𝑠
2 =

1

3
 

 

 

𝐷2𝑄9 
𝜔𝑖 =  

4 9                    𝑖 = 0
1 9         𝑖 = 1,2, 3, 4
1 36        𝑖 = 5,6,7,8

  

𝑣𝑖 =

 
 
 

 
 
 0,0                                𝑖 = 0

 ± 3, 0 

 0, ± 3 
             𝑖 = 1,2, 3, 4

 ± 3, ± 3         𝑖 = 5,6,7,8

  

 

𝐷3𝑄15 
𝜔𝑖 =  

2 9                    𝑖 = 0
1 9             𝑖 = 1 − 6
1 72        𝑖 = 7 − 14

  

𝑣𝑖 =

 
  
 

  
 
 0,0,0                                       𝑖 = 0

 ± 3, 0, 0 

 0, ± 3, 0 

 0, 0, ± 3 

                       𝑖 = 1 − 6

 ± 3, ± 3, ± 3         𝑖 = 7 − 14
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𝐷3𝑄19 
𝜔𝑖 =  

1 3                       𝑖 = 0
1 18             𝑖 = 1 − 6
1 36          𝑖 = 7 − 18

  

𝑣𝑖 =

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 0,0,0                                       𝑖 = 0

 ± 3, 0, 0 

 0, ± 3, 0 

 0, 0, ± 3 

                       𝑖 = 1 − 6

 ± 3, ± 3, 0 

 0, ± 3, ± 3 

 ± 3, 0, ± 3 

              𝑖 = 7 − 18

  

 

𝐷3𝑄27 

𝜔𝑖 =  

8 27                        𝑖 = 0
2 27                𝑖 = 1 − 6
1 216           𝑖 = 7 − 14
1 54           𝑖 = 15 − 26

  

𝑣𝑖 =

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 0,0,0                                       𝑖 = 0

 ± 3, 0, 0 

 0, ± 3, 0 

 0, 0, ± 3 

                       𝑖 = 1 − 6

 ± 3, ± 3, ± 3         𝑖 = 7 − 14

 ± 3, ± 3, 0 

 0, ± 3, ± 3 

 ± 3, 0, ± 3 

            𝑖 = 15 − 26
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