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Pe3snme paga

Mopen cTaHA4apAHMX MEeToZa padvyHCKe guHamuke dnymga, noctoje U gpyre, ANCKPETHE MeToaE,
Kao wTo je lattice Boltzmann (ckpaheHo LB) metoma. OBa meToda nocmaTtpa $payma Kao cKyn
OVUKTUBHUX YeCTULA M NPOoyYaBatbeM AMHAMMUKE HUXOBOT KpeTakba, MoAenupa cTpyjarbe dpnymaa
Ha MaKpPOCKOMNCKOM HMBOY. KombuHoBarem LB metoze v IBM (eHr. Immersed Boundary Method)
npuctyna gobujeHa je meTosorMja 3a cMmyauMparbe conua-eayua MHTepakuuje U passujeH je
nocebaH copTBEp Y KOME je MMNIEMEHTMPAH LLeo KOHUEeNT. Y 0BOM paay NpUKasaHu cy pe3ynTtaTtu
CMMynaumja HeKonuKo npobaema ns obnactu buomeanumHe gobujeHn npumeHom osor copTeepa.
[JobuvjeHn pesyntatm cy ynopeheHw ca pesyntatuma u3 nuTepaTtype M [obujeHo je pobpo
noK/ianamwe pellera, Wro notsphyje Aa ce passujeHn LB consep moxe ycnewHo KOPUCTUTU 33
cMmynaumje ctpyjarba daynaa, ca KOMNAEKCHUM FPAHUYHMM OOMEHOM M y3 CMPErHyTO KpeTakbe
yecTMua Kpo3 gomeH o¢nymaa. Takohe, y oBom pagy cy npuHuunm GPU nporpamupatba
npumerbeHn Ha LB consep. Mporpam je napanenvsoBaH W Ha cneumjanmsoBaHom Tesla ypehajy
MOCTUTHYTO je ybpsawe of Yak 20 nyTa y OAHOCY Ha KAacuyHy Bep3ujy. [MpumeHom
napanenusoBaHor LB consepa, cBe cMmynaumje KpeTakba COMMAHNUX YecTuua y AoMeHy daynaa ce
MOTYy NPaTUTU MHTEPAKTUBHO.

K/byuHe peumn: cumynauuje ctpyjarba daymaa, conna-bayna MHTepakuumja, copreep Ha 6asm LB
metoge, GPU nporpamupatrbe, napanenunsaumnja

Abstract

In addition to conventional methods of computational fluid dynamics, there are also discrete
methods, such as lattice Boltzmann (abbreviated LB) method. This method observes fluid as a set
of fictitious particles and by studying the dynamics of their movements, the fluid flow is modeled
on the macroscopic level. By combining LB method and IBM (Immersed Boundary Method)
approach a methodology for simulating solid-fluid interaction is obtained. A special software is
developed to implement this concept. This Thesis presents results of simulations of several
problems in the field of biomedicine that were obtained using the mentioned software. The
obtained numerical results are in very good agreement with the data found in literature. This
confirms that the developed LB solver can be successfully used for fluid flow simulations with
complex boundaries and with coupled solid particle movements through the domain. Also, in this
Thesis the principles of GPU computing are applied on LB solver. The software is parallelized and
on a specialized Tesla device it archieved the acceleration of 20 times compared to the classic
version. By applying the parallelized LB solver, all simulations of solid particle movements in fluid
domain can be observed interactively.

Key words: fluid flow simulation, solid-fluid interaction, software based on LB method, GPU
computing, parallelization
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OVHAMMYKa BUCKO3HOCT

onepartop gmsepreHumje

pesonyumnja LB mpexe

6poj rpaHnuHMX (Lagrange-oBux) Tayaka

rycTMHa

ryctuHa dnymnaa

rycTMHa YecTuue

onepartop cyaapa



Macrep pag Cnucak kopuwheHnx 03HaKa

w - yraoHa 6p3uHa
w(v) - TeXWHCKa pyHKuMja

w; - OVNCKPETHU TeXUHCKM KoeduumjeHT Gauss-Hermite-oBe KBagpaTtype
P - TEH30p HanoHa

p - npuTUCaK

q - bNYKC YHYTpallkbe eHepruje

S - TeH30p aedopmaumje

T - Temnepatypa y KensmHmma

t - Bpeme

At - BPEMEHCKM KOopakK

T - BpemMe penakcaumje

T - MoANPUKOBAHO BpeEMe penakcauuje

6 - Be/IMUYMHA Koja je jeaHaKka kg T/m

u - nosbe cpepte bp3nHe

u’ - npueBpemeHa b6p3uHa dnymnaa

u, - npojeKumja BeKTopa 6p3nHe Ha BEKTOP HOpMane n
Uy - KapaKTepuCTnyHa 6p3nHa cTpyjatba

v - BEKTOp Hp3uHe

Ve - 6p3MHa LeHTpa YyecTuLe

v; - ancuuce Gauss-Hermite-oBe KBagpatype

X5 (s, t) - KoopAuHaTe rpaHuMYHKX (Lagrange-oBux) Tavaka

Xp - KoopAMHaTe LLeHTpa mace YecTuue

X - BEKTOp NOJ/IOXKaja
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Kopuwhene ckpaheHuye

BGK - Bhatnagar-Gross-Krook mogen
CUDA - Compute Unified Device Architecture
GBps - Gigabytes per second
GPU - Graphics Processing Unit

Kn - Knudsen-oB 6poj

LB - lattice Boltzmann meTopa
Ma - Mach-oB 6poj

MB - Megabytes

Re - Reynolds-oB 6poj

SRT anpoKcMmaumja jeaHOCTPYKOr BpemeHa
relaxation time approximation)

St - Stokes-oB 6pOj
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1 YBoa

Mpobnem cumynaumje ctTpyjatba GAynaa ce MoXKe HYMEPUUYKU PELLMTU NPUMEHOM LUMPOKOT
CNeKkTpa MeToda — MEeTOAO0M KOHAYHUX esleMeHaTa, KOHA4YHMX pPas/nKa, KOHAYHMUX
3anpemuHa. CywTMHa cBUX MeToZa je pelwaBatbe HaBuje-CTOKCOBUX jegHauMHa U Aobujarbe
nosba NpomMmeHe 6p3nHe M NpUTUCKA. Mopes 0BUX CTaHAAPAHUX METOAA PayYyHCKe AMHAMUKe
bnynaga, noctoje u gpyre, AUCKPETHE MeToae, Kao WTo je lattice Boltzmann (ckpaheHo LB)
meToga. OBa metoga nocmatpa GAyna Kao CKyn OUKTUMBHUX YecTuua U npoydaBarbem
AMHAMWKEe KpeTatba OBMX YecTuua, mMoaenvpa ce cTpyjatbe dpaynaa Ha MaKpPOCKOMCKOM
HMBOY. KpeTawe ce mogenunpa y ABa OA4BOjeHa KOpaKa — Hajnpe ce mogenupajy cyaapu
yecTMua, a NOTOM W HKUXOBA Aasba Nponaraumja y aedmHucaHom pomeHy. Hajsehe
npeaHoOCTM OBe MeTode CYy jeAHOCTaBHa MMNAeMeHTauumja u MmoryhHocT napanenusauuje.
Takohe, BenWKa nNpeaHOCT je WTO Hema noTpebe 3a pelwaBatbem AudepeHumjanHUx
jeAHauYMHa Uan cmcTtema jegHauvmHa.

LB meToza ce ycnewHo npumMembyje 3a cumyaumje cTpyjakba BULLEKOMMNOHEHTHOr dayunaa y
NMOPO3HUM CpeaMHaMa M KPO3 MMKPO M HaHO KaHane [1,2], anu u y moaennpary KpBM,
YK/bYYyjyhn cumynaumje Kpetarba henmja kaHuepa [3], KpeTarbe neykouuTa y KPBHUM
cygosuma [4], mogennparbe NHTEpPaKLUMje neykoumTta u eputpounTa [5,6,7], Kao n y mHOrmm
Apyrum obnactmma bmomegmumnHe.

Mocneawnx roamMHa MoOAENUpakbe WHTEpaKuuje coamaa wm dayuaa je jeaHa Beoma
MHTepecaHTHa 06/1acT, Koja je TemMa MHOMMX HayyHuUX pagoBa. McnpaBHO cumynvparbe
cTpyjatba oaynaa, ca CcoAMagHuUm YectTuuama Koje ce Kpehy Kpo3s gomeH ¢nyuaa,
npeAcTaB/ba AaHac jefaH of, Hajsehux m3asoBa y 06n1acTM payyHcke AnHamuke daymaa.
MocToju HEeKONMKO NpuUCTyna y MOZEeNuparby KpeTarba connpa Kpos dnayua. JepaH je
Kopuwherwe KoopauHaTHe TpaHchopmauuje [8], Apyrmn je Kopuwhere NOKPETHE Mpexe
KOHayHMX enemeHata [9], Tpehu je npumeHa T3B. ALE dopmynaumnje (eHr. Arbitrary
Lagrangian Eulerian) [10]. CBaku og, oBMX NpUCTyNa MMa CBOje NpeaHOCTM U HegocTaTke. Y
NUTepaTypu ce KOPUCTYU joL jeAaH NPUCTYN MOAennpaky conna-eayna nHTepakumje Koju je
npumerbeH y osom paay — IBM (enr. Immersed Boundary Method).
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KombuHoBarbe LB metose v IBM npuctyna ce NOKasano Kao eduKacaH HaynmH 3a
cuMmynupare conma-eayna nHtepakumje. IB metoay je npsu passuo Peskin [11] n kopuctno
je 3a cumynaumje cTpyjarba KpBu Kpo3 cpue. OBa meToda KOpUCTU GUKCUPAHY MPEXY 3a
AomeH édnympa m ckyn Lagrange-oBuX Tayaka 3a MOgennparbe rpaHuue AOMeHa conuaa.
OcHOBHa WAeja je Aa ce rpaHULA conmpa Tpetupa Kao aedopmabunHa, ca BeMKOM
KpyTowhy. CBaka aedopmaumja rpaHuue AOBOAM OO0 MNOjaBe Cuae Koja TeXu Aa Bpatu
rpaHuuy y novyeTHy nosmunjy. OBa cmMna ce NnpeHoCH Ha YBOpPOBe PUKCMPAHE MPEXKEe U Ha Taj
HauMH conung aenyje Ha éayna u obpHyTo. PewaBatbem cuctema Hasuje-CTokcoBux
jeAHa4YnHa ca CnosballkbOM CUIOM 33 AOMeH Gaynga MoxKe ce CUMMYIMpaTU NOCTojatbe
connpaa yporeHor y ¢pnyma. ObjassbeH je Beninkn 6poj pagosa y Kojuma cy npumeHom |IBM
npucTyna 3a MoAenunpartbe WHTepakuuje connga v daynaa CcMmyampaHu pPasnmvyuunTm
npobnemun y obnactn anHamuke édnymaa [12,13,14]. Y oBom paay cy npuKasaHu pesyntatu
cMmynaumja, aobujeHn npumeHom nocebHo pasBujeHor copTBepa Ha 6a3m LB metoge, ca
AOJATHO MMNAEMEHTUPAHOM |B meTogom 3a cumynauparee conua-eayna uHTepakumje.
[obuvjeHn pesyntatn cy ynopeheHu ca pesyntatuma m3 autepatype M aobujeHo je pobpo
noknaname pewersa, WTo noTephyje Aa ce passunjeHn LB consep morke ycnewHo KOpUcTuTm
33 cumynaumje cTpyjarba dnaymaa, ca KOMNAEKCHUM FPaHUYHUM AOMEHOM WU Y3 CNPEerHyTo
KpeTare 4ecTnua Kpos AomeH dbnaymaa.

MogepHe KomnjyTepcke MeToge NpopavYyHa M CMMyaunje pasamymMTnx Nnojasa, Kao WTO je
cuMmynaumja ctpyjarba daymaa mory 6uTM jako KomnaekcHe. PayyHapcKu 3axTeBM OBaKBUX
anauMKaumja cy BeOMa BWCOKM M MOTPebHWM Cy BENWMKM payyHApPCKU pecypcu ga 6u ce
n3BpLKAE TaKBe cMMynaumje. TexHoNOrMja gaHawrnx nepcoHanHux (CPU) pauyHapa je
HanpeaoBasa TOKOM roAMHA, N KaKo MOMEHyTe aniunKauumje 3axTeBajy CBe BuLle U BULLE
payYyHApPCKUX pecypca, MOAEPHU pavyyHapu TO He MOry Aa ucnpaTte Ha oarosapajyhu HauumH.
Mpeasuha ce ga he yak aga uam Tpu nyta Beha payyHapcKa cHara 6utn notpebHa 3a 6yayhe
annuvkaumje [15]. MpupoaHo peluere cy KOMNjyTepcKM Knactepu (eHr. computer clusters).
Anun, oBa BpCTa cCUCTEMaA je BeOMa CKyna, 3axTeBa A04ATaH MPOCTOP 3a CKAAAMLUTEHE,
NpPOBETPaBake, KAIMMATM3aUMjy N eNEeKTPUYHY CTPYjY 3a Hanajambe.

AnnuvKaumje Koje NpuKasyjy Heke rpaduyke enemeHTe NPUCTynajy CUMYATaHO BESIMKOM
CKyny nogaTaka. OBaKBe an/iMkauunje obassbajy UCTe onepaumje Ha MUIMOHUMA (MK YaK U
Behem 6pojy) Tayaka (nukcena) ucrospemeHo. NVIDIA je cBeTCKM no3HaT npowmssohay
rpadurUKMX KapTmua, Koje omoryhaBajy pag oBakBux rpaduyukux ananKkaumja. BpemeHom cy
rpadpuuke Kaptuue komnanuje NVIDIA noctane cBe nporpamabunnuje, WTo je AOBENO A0
Tora aa NVIDIA npeactasu cBoj npeu GPU ypehaj (eHr. Graphics Processing Unit). Y noyeTky,
GPU ypehaju cy ce KOpUCTMAM 3a NPUKa3MBake, peHAepoBatbe U pacTepu3oBarbe CAUKa.
MoyeTkom oOBOr BeKa, oBM ypehaju cy novyenu pa ce KOpuUCTe Yy LUMPOKOM CMEKTPY
annAvKaumja onwTte HameHe [16], o4 jeAHOCTaBHMX M3padyHaBakba, NMHeapHe anrebpe,
pelaBarba CUCTEMA jeflHAYMHA, A0 3HATHO C/NOXKEHUjUX anroputama. MHoOrum Hay4yHuum ms
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pasanunTnux obnactm, npe ceBera M3 06nacTM  OUOMEAMUMHCKOT  UHXKEHEPUHT],
eNleKTPOMarHeTU3Ma, reogesunje M Apyrmx cy noyenun pa Kopucte GPU ypehaje 3a
KOMNjyTepcKe cumynaumje, WTO je [0BeN0 A0 ApacTuyHor ybpsakba paga HMXOBUX
nporpama.

C ob3vpom pa mopepHe rpaduuyke Kaptuue, ogHocHo GPU ypehaju, Hemajy BehuHy
HaBeAEeHUX HegoCTaTaka KOMMjyTEePCKMX Knactepa, a Mmajy aobpe nepdopmance, GPU
ypehaju npeactaB/bajy Aobpy antepHaTMBY 33 anMKauMje BUMCOKMX 3axTeBa Ca achekTa
pavyHapckux pecypca. Mporpamuparse GPU ypehaja cnaga y ob6nact payyHapcTBa Koja ce
HasuBa high performance computing. 36or Benuke nonynapHoOCTM OBOF  BWUAA
nporpamupara M LWKNPOKe NpPMMEHe, yBedeH je M HOBM nojam — nporpamuparbe GPU
ypehaja onwTte HameHe (eHr. General Purpose GPU programming - GPGPU) . GPU ypehaju
M3BPLLABAjYy CTOTMHE MM YaK XWs/bafe HUTU (eHr. threads) cMMynTaHO U caMMM TUM ce
ybp3aBajy npopayyHu U HaydyHe cumynaumje. Jow jegHa AoAaTHA NPeaHOCT je y TOMe LWTO
GPU ypehaj pagn Kao konpouecop rnaBHor pavyHapa. Ha oBaj HauMH A04aTHM padvyHAPCKK
pecypcu cy SOCTYMHU NEPCOHA/IHOM payyHapy, a NpyY TOMe Ce He KOPUCTe CynepKomnjyTepum
WM CKynu Knactep cuctemun. GPU ypehaj u nepcoHanHn payyHap 3ajegHo ymHe eduKacaH
cuctem, a npu Tome Takohe Huje noTpebHO yHOCUTM BennKe Uu3MeHe Yy noctojehe
KOMMjyTepCcKe nporpame, 3axBasbyjyhu nocebHoj apxmuTeKkTypu, o Kojoj he 6utn peun y osom
pagy. MNMporpamn Koju cy paguan um No HEKOAMKO AaHa uau catu, y3 nomoh GPU ypehaja
paZe u A0 HEKONIMKO AeceTuHa nyTa 6pxe. Ha Taj HauMH cumynaumje mHornx npobnema ce
MOTY NPATUTN MHTEPAKTUBHO.

MocToju mHOro npumepa ycnewHe npumeHe GPU ypehaja, a BehmHa je nybaunKkoBaHa vy
cneumnjanmMsoBaHMM 4aconucuma. Heke oa npumeHa cy y obnactu 6uonoruje [17],
cMmynaumja ctpyjarba paymaa [18], monekynapHe anHamuke [19], xemunjckux peakumja [20],
npouecupara M aHaAn3e MeauLMHCKUX CAnKa [21], mogenmparba 3em/boTpeca NpUMeHOM
KOHauyHMX enemeHaTta [22] u gpyrum. Y oBom pagy cy npuHumnu GPU nporpamuparsa
NPMMEHEHN Ha CUMyNaUMjy CcTpyjarba $aymaa, KOHKPETHO Ha umnaemeHTtauujy lattice
Boltzmann meTtone. Beh nomeHyT codpTBep passujeH Ha 6a3un LB meToze je napanennsosaH
M Ha cneuujannsosaHom Tesla ypehajy nocturHyTo je ybpsarbe og 4ak 20 nyTa y ogHOCY Ha
KNnacuyHy Beps3njy codTBepa, LWITO 3HATHO ONaKwaBa M ybp3aBa cumynaumje CTpyjarba
dnynga. Takohe, npumeHom napanennsosaHor LB consepa, cBe cumynaumje KpeTama
CONMMAHNX YecTnua y gomeHy ¢paymaa ce mory npaTtmtn MHTEePaKTUBHO.

Pag je opraHusoBaH Ha cnegehu HaumH. Y lMornae/by 2 gaTe Cy TeOpujcke ocHoBe lattice
Boltzmann meTtoge, yk/by4yjyhu n nojeanHocTn Be3aHe 3a n3Bohere OCHOBHUX jefHAuYnHa,
Kao M OO0Ka3 Aa ce OBe jegHavyMHe Mory CBecTW Ha nosHaTy Hasuje-CTOKCOBY jegHaunHy u
jeaHauynHy KoHTMHyuTeTa. Y lornas/by 3 onucaH je NocTynak AMCKpeTusauuje OCHOBHWUX
jeAHauYnHa U AaT je KOHAYyHM O0BAMK jeAHAYMHA Koje ce KopucTe nNpu MmnaemeHtauuju LB

TujaHa Bykuh



Macrep pag 1 VYBog

meTtoge. [lebmHucarbe rpaHMYHUX ycnosa y LB metoam v apyru getasbu umnaemeHTaumje cy
Tema lNornas/mwa 4, pok cy y Mornasmy 5 onucaHn NpUCTYNK moaenunpary conna-eayma
NHTepakumje KopuwheHn y LB consepy. Y MNornassby 6 cy NpMKasaHU NpUMepu U pesyatatm
AobujeHn npumeHom pasBujeHor codteepa. lNapanenmsaumnja codTBepa je onucaHa vy
Mornassmy 7. Nornassbe 8 gaje KpaTak 3aKk/by4yak Lenor paja.
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2 W3Bohewe KOHTUHYaAHe BGK jepHavunHe

MeToga Koja je npegmet oBor paaa, lattice Boltzmann metoga, npunaga Knacu npobnema
Tako3BaHux Cellular Automata (CA). To NpakTUYHO 3HauYM Aa ce PU3NYKM CUCTEM MOCMaTPa
Ha MOeann3oBaH HayMH, TAaKO Aa CYy BpPeMe W MNpPOCTOp AUCKPETM30BAHWM, OAHOCHO LEO
NPOCTOp je cauyunrbeH oA BenuKkor 6poja maeHtuyHux henuvja [23]. JeduHuwe ce nocebHa
¢dyHKUMja nponaraumje, Koja 3aBUCK 04, CTakba cycegHunx henvja u naeHTuyYHor je ob6MKa 3a
cee henuje. Crarbe cBux hennja ce axkypupa CUHXPOHM3OBAHO, KPO3 HM3 uUTepauuja,
OOHOCHO Y AMUCKPETHUM BPEMEHCKUM KOpaLuma.

MNMocebHa BpcTa CA, T3B. lattice-gas automata (LGA) [24] onucyje AMHaMMKY YecTmua Koje ce
Kpehy 1 cygapajy y AMCKPETHOM NPOCTOPHO-BPEMEHCKOM AOMeHY. [pMmeHOM oBOr Moaena
ce y3 oapeheHa orpaHuyerba Mmoxe go06uTU pewere Hasuje-CTOKcoBe jeAHauyMHe, LITO
3HaUM Oa Ce MOKe KOPUCTUTM 33 CUMYAMpatbe NoHalamwa daynaa. NpeagHocT oBe metoae
Cy Naka MMNAemeHTaumja, CTabuNHOCT pellerba, /NIaKo 3a4aBakbe TPaHUMYHUX YC/IoBa W
npupogHa napanenusaumja. Mehytum, moaen Mma M AocTa HeAoCTaTaka, Kao LWTo je
CTaTUCTMYKA TrpelkKa, nocebHe npoueaype 3a ocpepraBakbe aa b6u ce pgobune
MaKpPOCKONMCKE BE/IMYNHE U C/IUYHO.

JegHaunHe Ha Kojuma ce 3acHuBa lattice Boltzmann meTtofa ce Mory M3BecTM Ha OCHOBY
jegHaunHa LGA mopgena. Unm pa3soja HoBe LB meTome je 6Mo ynpaBo ga ce OTK/IOHe
NoOMeHyTM HegocTauM LGA mopgena M Aa ce Tako NoOOJ/bLUIAHM MOAEN MOMKEe JfaKlle
NPMMEHMBATU 3a Mogenupare crpyjarba dnynga. LGA mopen ce pgeduHULLE MPENKOM
henwuja (eHr. lattice - peweTKa), a CBakM YBOp mMpexe je AedUHUCAH jeAHOM NPOMEH/bBUBOM
Boolean tvna. 3a pa3snuKky oa LGA mogena, koa LB moaena je Teopuja ca Boolean 6pojesa
npowunpeHa Ha peanHe b6pojese [25], TaKo Aa ce y CBaKOM YBOpPY Mpexe aedUHULLEe peasHK
6poj, ogHOCHO YecTMyHa dyHKUMja pacnogene. Ha Taj HauuH je nocTurHyTo ga LB metoaa
nma Behy HymepUuUKy TauHOCT 1 byae edumKacHuja.

MehyTum, nocToju jow jegaH HauMH msBohemwa jegHaumHa LB meToge, a TO je AMPEKTHO
nssohere M3 KOHTUHyanHe Boltzmann-ose jegHauuHe. YNpaBo Taj NpuCTyn je onucaH y
HaCTaBKy OBOTr nornassba. Hajnpe je aepuHMcaHa nonasHa jegHayMHa, a NOTOM Cy U3BpLUEHE
notpebHe TpaHcdopmaumje aa 6u ce [ob6Mo 06MK NOroAaH 3a Aasby ANCKPETU3ALM]Y U KOjK
Ce MO)e CBECTM Ha CUCTEM jegHAuYMHA KOje ce KOpUCTe Yy pPayyHCKOj AnHamuum bnympa —
jeAHauYnHy KOHTUHYnTeTa u HaBuje-CTOKCOBY jeAHAYUNHY.
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2.1 Boltzmann-osa jeOHa4uHa

Kao wto je Beh nomeHyTO y yBOAHOM Aeny nornaesba, Lattice Boltzmann metona He mopa
6UTM n3BeaeHa jeAnHcTBEHO U3 LGA meTtoze. MocToju jeAHOCTaBHUjM NOCTynak n3soherba,
KOju ce MHaye Yewhe KOPUCTM Yy MPaAKCM U MOXKe ce CPecTu y nutepatypu [26,27]. Taj
NOCTyNaK yK/by4yje TpaHchopmauujy Boltzmann-ose jefHaunHe, KOja BaXKM 32 KOHTUHYYM.

Boltzmann-oBa jegHaunHa je napuujanHa audepeHunjaNHa jegHaunmHa Koja onucyje
MoHalWare W KpeTakbe 4YecTuua Yy MpOCTOpYy Ha OcHOBY ¢yHKumje pacnogene f. OBa
obyHKUMja pacnogene je aeduHUCcaHa Tako fda BpeaHocT f(x, v, t) npeacraB/ba BepoBaTHOhy
[la ce YyecTuLa Hanasu yHyTap enemeHTta dx dv oKko Tauke (x, V), y TpeHyTKy t. Mpu Tome ce
ca X i ¥ 03Ha4aBajy BEKTOP MOJI0XKaja M BEKTOP Bp3nHe YecTuLe, pecnekTUBHO.

YBohere oBakBe PyHKUMje je BUNo0 HEeONXoAHO jep ce y OKBUPY jeiHOT AOMEHa nocmaTpa
BE/NIMKK 6poj YecTmua, Koje uHTeparyjy Kpo3 mehycobHe cyaape. Kaga 6u ce nocmaTpana
CBaKa yecTuua nojegMHadyHo, To 6u 3Haunno npaherwe GayMaa Ha MUMKPOCKOMNCKOM HUBOY.
Ca jeaHe cTpaHe, To 6M 6uno npaktMyHo Hemoryhe, a ca apyre cTpaHe, 3a npobneme
ANHaMKKe daymaa ganeko je bBUTHMje nocmaTpaTh NPOMEHE Y CUCTEMY HAa MaKPOCKOMCKOM
HuBOY. 360r Tora ce y cumynaumjama LB metogom Kopuctn nomeHyTa GpyHKUMja pacnogene,
Koja ce Aapyraumje Ha3mBa M GyHKUMja pacnogene maca yectmua. Moxe ce jow aeduHMcatu
TaKko aa

f(x,v,t) d®x d3v (2.1)

npefcTaB/ba YKYMHY Macy YecTuLa Koje ce Hanase y 3anpeMuHM d3x OKO Tauke X U Koje
“majy 6p3nHy yHyTap d3v oko 6p3uHe v y TpeHyTKy t. OBakBa AedUHMULM]a BaXKM aKO Manu
enement d3x d3v cappxu Bennku 6poj YecTMua, WTO Kao WTo je Beh nomeHyTo oBae jecTe
cnyyaj.

AKko ce y3my y 063up crnosballktbe cuie, NMPEeKo BEeKTOpa CNnosballtbMX CUIa g, MOXKe ce
HanucaTu jegHaunHa 6anaHca dyHKuUmje pacnogene - Boltzmann-oBa jegHaunHa:

Vo, y, 99 _

v _ (2.2)
at dx m oOv

Q

roe je ca ) 03HayeH WHTerpan cygapa uav onepartop cypapa (eHr. collision operator), Koju
npeAcTaB/ba NPOMeHyY GpyHKLMje pacnogene ycnen cyaapa yectmua.
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Boltzmann-oBa jegHauyMHa je HeAWMHeapHa WHTerpo-andepeHuUMjanHa jeAHayMHa, Koja je
TELWKO PELUMBA, aKO CY Y NUTakby BEIMKE 3anpemMuHe 1 BeAUKK bpoj yectmua.

OnepaTop cygapa ) npeactas/ba KBagpaTHy dyHKUMjy of f (nowTo ce pasmatpajy camo
H6UHapHM cypapy — NPeTnocTaBKa je Aa ce Yy jeHOM TPeHYTKY Y HEKOM MpPOCTOpYy MpexKe
cydapajy camo ABe 4ectuue uctoBpemeHo). Kako je oBa ¢yHKUMja jaKO KOMMNAEKCHOr
ob61uKa, yBoaM ce NojeHOCTaB/bEHU MOAEN, KOju cy npeanoxunu Bhatnagar, Gross v Krook
[28]. YBepeHa je npeTnocTaBKa Aa je edekaT cygapa vectvua Takas Aa gosoau daympa,
,ONnnKe"” paBHOTEXXHOM CTakby. OBaj MoZen je NO3HAT Kao anpoKcMMauMja jeaHOCTPyKor
BpemeHa penakcaumuje (eHr. single relaxation time approximation) wan Bhatnagar-Gross-
Krook (BGK) mogen. Onepatop () je agednHucaH Ha cneaehu HauymH:

Q=—2(f - FO) 23]
T

rae je T Bpeme penakcalmje (MpoceyHo Bpeme Koje mpoTekHe mamehy 2 cyaapa), a f(©
paBHOTeXHa ¢yHKLUMja pacnogene, 138. Maxwell-Boltzmann-osa ¢dyHKUKMja pacnogene.

Maxwell-Boltzmann-osa ¢yHKumMja pacnogene BepoBaTHohe je npeyseTa M3 CTAaTUCTUYKe
MeXaHWKe, rge ce Kopuctn aa 6u ce ogpeanne 6psnHe monekyna. MHaue, oBaj npuHUMN ce
04HOCK Ha racoBe, anu je seh HanomeHyTo Aa ce LB meToaa 3acHMBaA Ha NPUHLUMAMMA KOju
Ba)Ke 3a racose M ga ce yBoherem oapeheHux orpaHuyera npumeryjy y AMHaMULM
onynpa. Kopuwhere jeaHe cTaTUCTMUKe meToae 3a ogpehmBarbe HEKUX BeNnyMHa je
HEONXOAHO 3aTO WTO Cy AMMEH3Wje 4YecTuua Koje YnHe bayua M uuje ce KpeTarbe U
WMHTEpPaKLUMje pa3maTpajy MHOMHUTE3UMANHO Mane. AKo 61 Tpebano NpaTUTK CBaKy YecTmuy
nojeaMHa4YHo, y BEJIMKOM MPOCTOPHOM AOMeEHY, To 61 3axTeBano BennMku 6poj onepaumja,
KOjW YaK HM CaBpeMeHM padyHapu He 6K Moram ga ypaae y HeKo pasymHo Bpeme. Takohe, y
OBaKBUM C/ly4ajeBMMa A0Na3mn A0 U3parkaja XajselLBepros npuHumMn HeoapeheHoCTU — KaKko
ce nosehaBa 6poj YecTMua y NOCMaTpPaHOM MPOCTOPHOM AOMEHY, HUje moryhe A0BOJ/bHO
TAYyHO oApeauTM No3uunjy n Bp3nHy cBaKe o YecTmua. A NOLWTO je oBaKaB BUA Npaherba
HEeONxo4aH, yBOoAM Ce CTAaTUCTUYKA penpes3eHTauunja Koja MchnywaBa HaBedeHe YC/I0Be.
N3Bohere Maxwell-Boltzmann-ose dyHKUMje pacnogene je oBae M30CTaB/bEHO, @ MOXKe ce
Hahu y auTepatypwm [29,30]. KoHauyaH 13pa3 paBHOTeXHe yHKLMje pacnogene rnacu:

pxt) _(ulxt) —v)? (2.4)
(27 0(x, 0))p72 P 20(x,1)

FOx,v,0) =

Y oBOM n3pasy:

D je 6poj dpnsnukux aumensuja (D = 3 3a TPOAUMEH3MOHANHU NPOCTOP)

0 = kBT/m
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ky =1,38- 10_23% je Boltzmann-oBa KOHCTaHTa

T je anconytHa Temnepatypa y KensuHuma (K)
m je maca yectuue (y fa/bem TEKCTy, cmaTpa ce ga jem = 1)

KoHauHo, BGK mogen Boltzmann-oBe jegHaunHe, KOjU BaxKM 338 KOHTUHYYM, aedpUHUCaH je
cnegehom jeaHaYMHOM:

of LU Lt o
Vo957 (23]

2.2 [lepuHucarbe MaKpOCKOMCKUX 8enuvUHa

LB meToaa onucyje Gpayma Ha MONEKYNaPHOM HUBOY, a KapaKTepUCTMKe daynaa ca acneKkra
KOHTUHYYMa CYy MMNNLMUTHO caaprKaHe y camom mogeny. PyHKumja pacnogene, Kao rnasHa
KapaKTepPMCTMKa CTpyjakba MOCMATPaHOr Ha MMUKPOCKOMCKOM HMBOY M OCHOBHA Be/IMYMHA
Koja ce ogpehyje y LB cumynaumjama, KopuctM ce 3a oapehuBarbe MaKPOCKOMCKUX
BE/IMUYMHA Koje aedbuHuwy cTpyjarbe daymaa. NycTMHA M KOAMYMHA KpeTaka ce oapehyjy
n3padyHasarbem cnegehmx nHterpana:

p(x,t) = jdvf(x,v, t) (2.6)

jx, t) = pu= f dvv f(x,v,t) (2.7)

NHTerpaumja ce BpWKM Ha LEeNOM AOMeHY 6p3uHe. Y roptbMm M3pasmMma, U npeacTaB/ba
nosbe cpegte 6p3nHe.

OcTane MaKpOCKOMCKe Be/IMYMHE Ce padyHajy Kao ¢yHKuMje BULIEr cTeneHa, na ce paau
nperneaHocT He nuwy y GpyHKUMjU cpearbe 6p3mHe, Beh npeko oacTynarwba o4 cpeare
6p3nHe. 36or Tora ce M yBogu Nojam MWUKPOCKOMNCKe Gp3vHE, Kao nosbe OACTyNara Of
cpeame bpsuHe.

c(x,v,t) =v—u(xt) (2.8)
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Capa ce rycTumHa yHyTpalre eHepruje (eHr. internal energy density) moxe M3pasuTU Ha
cnegehn HaumH:

pe = %fdc cf(x,v,t) (2.9)

rae je c® = |lc]|®

Y cKnagy ca je4HauMHOM Koja BaKM 3a jeAHOAMTOMCKM rac, u y cayyajy ¢aymaa Koju ce
pa3maTpa Ha OBAj HAYMH, YHYTpalWHA eHepruja ce cnegehom jeAHaYMHOM MOXKe NoBe3aTu
ca TemnepaTypom:

(2.10)

OaHocHo:

D
peE = E'DH (2.11)

Mopen oBMX BenMUMHA, NOTPebHO je AeduHUCATM jow ABe BeUYMHE Koje burypully vy
3aKOHMMa oAprKatba, Koju he aeTasbHUje BUTK pasmaTpaHM Y HAaCTaBKy Noriae/ba. JeaHa o,
TUX BE/IMYMHA je TEH30P HaNoHa, Koju ce aeduHuUwe Ha cnegehn HaumH:

P = jdc ccf (2.12)

e je CC TeH30PCKM NPOM3BOA C U C.

[pyra BennunHa je payKc yHyTpalrbe eHepruje q:

q= %fdc cc’f (2.13)

Ha ocHoBy TeH30pa HamnoHa, moryhe je oapeautM U XMOpPOCTaTUYKKU NpUTUCaK (Koju je
NOBE3aH M Ca YHYTPaLLHOM EHEPrMjoMm):

p=—t=" (2.14)

Kopuwherem nspasa (2.11), aonasm ce 4o jegHauymMHe CTakba MAeaIHOT raca:

p = pb (2.15)
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2.3 [lepuHucarbe 3aKOHa 00pxcar-a

MpumeHom nocebHe npoueaype ocpearaBama Kojy je onucao Malaspinas [27], moryhe je
n3 jegHaumHe (2.5) nobuTK No3HaTe 3aKOHE ogpXKakba. Hajnpe ce moxke A06UTM 3aKOH
oAprKarba mace (jeaHauyMHa KOHTUHYMTETa):

d d
&(P) + a(ﬂu) =0 (2.16)

3aTMM ce MoXe A06UTU 3aKOH oAp}Kakba KONMYMHE KpeTakba:

oP

— = 2.17
ox P9 ( )

0 0
&(Pu) + x (puu) —

OpgHoCHO, aKo ce NMPUMEHNU je,CLHa‘-IMHa KOHTUHYWNUTETA, 3aKOH OApPXatba KOJIMYMNHE KPpETatkba

rnacu:

du 0P

du 0P _ 2.18
Pat “ox P (2.18)

d .
rae —— Npe/icTas/ba ToTa/HK andepeHumjan.

Tpehu jegHaunHa, Koja AedurHULLE 3aKOH OAprKatba eHepruje, racu:

d 1 0 1
&<pe+ Epu2)+a~ [u(p6+ Epu2>+ P-u +q] =0 (2.19)

AKO ce npuMeHe 3aKOHW oZprKarba KONMYMHE KpeTarba U jeAHaunHa KOHTMHyuTeTa, Aobuja
ce cpeheHu M3pa3 3aKoHa oAprKarba eHepruje:
de 0

d
- _ — g = 2.20
pdt+Paxu+axq 0 (2.20)

Ha oBaj HauuH cy A0bunjeHM 3aKOHM oapKatba Mace, KO/IMYMHE KpeTara U eHepruje. [a 6um
0Baj CMCTEM jegHAuYMHA 6MO NOTNYH, HEONXOAHO je AedUHMUCATM KOHCTUTYTUBHE penauuje 3a
TEeH30p HanoHa n GAyKC yHyTpallkbe eHepruje.
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JepaH on HaunHa ga ce fobujy noTpebHe jeaHauMHe je Aa ce jeaHauYuMHa (2.7) NnpojeKkTyje Ha
Hermite-oBy 6a3y (eHr. Hermite polynomials basis projection) w pa ce oHaa aHanuM3npajy
nobujeHn nspasun. OBy npoueaypy je npsu npeanoxno u cnposeo Grad [31,32]. Y oBom
paay Hehe 6KUTKM onMcaHKW CBM AeTa/bM OBOT MOCTYMNKa, Beh camo OCHOBHe jegHauuMHe, Koje cy
notpebHe pga 6u ce pasymeo KoHuenT LB metoze. Takohe, KacHuja n3sohera HaBeaeHa y
OBOM pajy ce HafoBe3yjy Ha Heke BennynHe aeduHMUcaHe y MOMEHYTOM MOCTYMNKY, TaKo Aa
je pagu 6osper pasymeBarba HEOMNXOAHO YKPATKO 06jacHMTM OBaj MOCTynakK, a AeTasbM ce
mory Hahu y nutepaTypm [26,33].

2.4 lpojekmosarbe Ha Hermite-osy 6a3y

Mpojekymrja ¢yHKUMje pacnogene 6p3vHa Ha Hermite-oBy NOAMHOMCKY 6as3y pgata je
cnegehom jeaHauynHOM:

Flx,v,t) = w(v)z%}fén)(v)agn)(x, £ (2.21)
n=0

HanomeHa: Y HacTaBky paga buhe kopuwheHa MHAEKCHA HOTaUMja Koja Cce KOPUCTU U Y
NnTepaTypu, paam ycarnaleHocTu 1 nakwer npahera noctynka nssohema.

Y uspasy (2.21):
w (V) je TexxuHcka pyHKumja

7-[0(,”) 7] a‘(xn) npeacTtas/bajy Hermite-oB NOAMHOM CTeneHa N UM KoepuuMjeHT

eKCI'IaH3Mje cteneHa n, peCnekTnsBHoO

@ je BEKTOPCKM WHAeKc;, a = (a1, @y, ... a,), npun Tome Baxwu Einstein-oBa
KOHBEHLMja 0 cabuparby NO NOHOB/LEHUM UHAEKCUMA.

Rodrigues-oBa ¢dopmyna geduHuwe Hermite-oB nonvHom cTeneHa n, y D-gumeHsnoHom

npocTopy:

_ o

()
# w(v) dy,

w (V) (2.22)
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TexuHcKka PpyHKumMja w (V) ce pedpuHuwe:

1 v?
(JJ(U) = Wexp <— 7) (223)

KoeduumjeHT ekcnaHsuje ce aedpuHuLe:
o (x, 1) = f dv f(x,v, OH? (v) (2.24)

[a 6u ce nobune e/beHe MaKpPOCKOMNCKe jeAiHauYMHe, NOCTYNKOM KOju je npeanoxuo Grad,
AO0BOJbHO je oapeanTn 5 BeanunHa: p, pu, pe, P v q. 36or Tora ce npetxogHo gepuHMCcaHN
KoepuLUMjeHTN padyHajy Ao cTeneHa 4.

Ha ocHoBy ¢popmyne (2.22), aobujajy ce Hermite-oBu NnonMHOMM A0 cTeneHa 4:

HO =1 (2.25)

H =, (2.26)

}[OE;) = Vo Vg — Ogp (2.27)

7-[052, = VgV — (BapVy + Oy Vg + gy Vs) (2.28)

4
Hagre = VaVpyVs = (8apVyvs + 8y Ups + Sasvpvy +
+6ﬁ}/ VUa Vs + 5[38 vavy + 6]/5 vav[;) + (2-29)
+(8ap Oys + Ouy Ops + Bus Oy )

AKO ce y onwTy jeAHauyMHy 33 KoePpUUMjeHT eKCnaH3nje 3aMeHe MaKPOCKOMNCKe BenyYuHe
(nedvHucane jegHaunmHama (2.6), (2.7) v (2.12)) pobwujajy ce cnepehe jeaHaunHe 3a
KoeduumjeHTe A0 cTeneHa 4:

a®=p (2.30)
at(zl) = PUy, (2.31)
= -6, 2.32
aaﬁ — Lap + p(uauﬂ aﬂ) (2.32)
3 2 2 2
a(gﬂ)y = Qupy + uaa[gy) + up aéy) + uyagﬁ) + (- D)puauﬁuy (2.33)
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4
a((xﬁ)y6 = Rapys — (Paﬁ Oys + Fay8s + PasOpy + Pgy Oas + Pps8ay + Pys 5ap)

(2.34)
+ (60,[; 8ys + 80y Ops + O4s 6ﬁy)
roe cy Q u R patn uspasuma:
Q= fdc cecf (2.35)
R = fdc ccec f (2.36)

a MPUTOM Cy €CCC N €CCC TEH30PCKN nponssoan € Ca CaMnm cobom.

BennunHa geduHucaHa jeaHaumHom (2.35) HasmBa ce TeH30p dJIyKCa YHYTpaLUHbE eHepruje
1 nose3aHa je ca seh gedpuHMcaHMm GNYKCOM YHYTpaLIHE eHepruje q penauujom:

o = Qa[)’ﬁ (2-37)

Kao wto ce moxe Buaetn ns jeaHaumHe (2.21), npojekunjom Ha Hermite-osy 6a3y ¢pyHKUM]a
pacnogene ce passuja y beckoHauyaH pea. Mehytum, Beh je HaBefeHO Aa Y MaKPOCKOMNCKUM
jeaHauyMHama aedpuHUCAHUM Yy nornassby 2.3 purypuile camo 5 BennumHa. Ctora ce moxe
M3BECTM 3aK/byyaK ga Ce MOry 3aHeMapuTu YnaHoBu nocne ogpeheHor cteneHa. Tume ce
dyHKuMja pacnogene ,ckpahyje”, ogaHocHo rybe ce oppeheHe uHPoOpmauuje Koje je
opurnMHanHa pyHKUMja pacnoaene cagpkana. Anm, moxe ce Nokasatu Aa Te nHoopmaumje
3anpaBo M HUCY HEOMNXOAHe 33 CcMMmynauuje cTpyjarba daymaa.

Y cKknagy ca OBMM 3aK/bydumMma, GyHKUMja pacnogene ce Moxe 3anucatu Ha cnegehwu
HaYUH:

N
flx,v,t) = fN(x,v,t) = w(v)Z%?—[é")(v)aE,")(x, t) (2.38)
n=0

npu Yemy ce CBU YnaHOBM pega suwer og N 3aHemapyjy.

Y nuTepatypu je NoKasaHo Aa aKo ce y3ame aa je N = 4, u3 BGK jeaHauymHe ce mory n3BecTu
Hasuje-CToKcoBe jeaHauyMHe 3a CTUW/bUB TepmanHn dayng [27]. ChnyHO, ako ce M3BpLIM
CKpahuBarbe o pega 3, aobujajy ce MAEHTUYHE jeAHAUYMHe OAprKarba Mace U KoanduHe
KpeTarba, Kao y NpeTXogHOM cayyajy. Anu, rybutak nHpopmaumja ns dyHkumnje pacnogene
A0BOAM A0 TOra A3 jeAHAYNHA OApPKatba eHepruje Huje Buwe UAEHTUYHA U BULLE He MOXKe
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[lOBO/bHO TayHO Aa CUMy/AMpPa TOMNOTHA CTpyjarba. OBakBa dopmynaumja Mnak cacsBum
PeanHoO MOKe Aa penpeseHTyje M30TepmasiHa CTpyjarba CTULW/bMBOT daymaa.

CkpahuBarbem pega Ao cteneHa 2 aobuja ce Hajuewhe KopuwheH lattice Boltzmann mogaen.
OBaj moaen Baxu camo 3a n3oTepmasnHe n cnabo ctnwwmse dnymae. Hajuewhe ce kopuctm
360r Tora WTO penpeseHTyje U Hajuewhe KopuwheH 06K HaBmje-CTOKCOBUX jeaHAYMHA Y
payyHCKoj AnHamuum dnymga. Y HacTaBKy oBor paga usBohewe he GUTK cnposeaeHo
ynpaBo 3a 0Baj MOAEN — 33 U30TEPMA/IHO CTPYjarbe HecTUwbMBOT Gaymnaa.

Capa ce moxKe aepuHUCATM M paBHOTEXKHA PyHKUM]ja pacnogene, pa3BujeHa y pea;
Y1
0 _ ) () (2.39)
ff=w Z E}[a Qoo
n=0

)

rae cy koepuumjeHTn a,,,

AedUHUCAHM jeaHaYNHOM:

a) = f dv fFO 3™ (2.40)

Y oBOm M3pasy (M y cBMM HapegHUM m3pasuma) N = 2, Kao wTo je Beh HarnaweHo.

)
0

KoedunumnjeHtn a, ° ce mory nako oapeauT npuMmeHom FaycoBe MHTerpaumje u 3ameHom

M3pa3a 3a MaKpPOCKONCKe Be/IMYNHE!

agm =p (2.41)
oD = pu, (2.42)
2 _ _
Aoap = PUgUp + (0 — 1)Ep (2.43)

Kako ce y oBom mogeny Temnepatypa He y3suMma y o063up (pasmaTtpa ce cTpyjamrbe

HEeCTULWW/bMBOT, U30TepManHor Gpaynaa), 3aKoH oApKaktba eHepruje Hema HUKaKaB yTUuaj u

y3uma ce ga je 6 = 1. Tako ga KoepuumjeHTt a(()?ﬁ “ma 06/1u1K:

ally = puquy (2.44)
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)
0

3ameHom BpeAHOCTM KoeduumjeHaTa a, *, Kao U Hermite-oBux NOAMHOMA AedUHUCAHUX Y

npeTxoaHOM nornassby, 4o6uja ce KOHaYHM M3pa3 3a GYHKUMjy pacnoaene:

1
fO = wip(1+v-u+§f}[é[2;)uauﬁ) (2.45)

2.5 Chapman-Enskog pacmasreare

[o caga cy u3BeaeHu cBM NoTpPebHN M3pasmn M caaa ce OHU KOPUCTE 3a NPOjeKToBake Lesne
BGK jepHauvHe Ha Hermite-oBy 6a3y, a notom ce Kopuwherwem Chapman-Enskog
pacTaB/bakba Be/IMYMHE Y 406UjeHOj jeAHaYMHKM pacTas/bajy Ha cabupke, Tako Aa ce Aobujy
noTpebHu 13pasu 3a GYKC YHYTPaLLIHbE eHepruje n TEH30p HanoHa.

BGK jegHauyuHa, Kao wTo je Beh n3BeaeHo, riacu:

of of of 1
a‘“’a"‘g%——;(f—f(o))

(2.46)

[ a 6y ce oBa jegHauMHa ycnewHO NpojeKkToBana Ha Hermite-osy 6a3y, noTpebHo je
TpaHchopmmucaTM napumjanHe uM3BOAe NO KoopauHatama U b6p3uHama. [locne
TpaHcdopmaumje, nobujajy ce cnegehu nspasu:

fdv Hv V. f = V,a® + (vl + perm) (2.47)
F(v) = J dv (g - V,,)(il-[o(ln)f) = (g a4 perm) (2.48)

roe F npeactaB/ba u3pas 3a cuny, ,perm“ o3HayaBa cBe nepmyTaumje MHAeKca, a V je
onepaTop gMBepreHumje.

AKO ce Hajnpe npeTtnocTasu Aa je ¢yHKUMja pacnogesne jeaHaka paBHoTehHOj BpeaHOCTU
dyHKUuje pacnoaene, BGK jeaHaumHa aobuja ob6auk:

9f© df©
! +v ! —F¢1 =0 (2:49)
at ox
roe je F¢1 pepuHucaHo:
Fed = (g ag’fx_l) + perm) (2.50)
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Kopuwheroem jegHaumHa (2.47) n (2.48), npojeKkumnja jegHaumHe (2.49) Ha Hermite-oBy 6a3y
ca No/IMHOMMMA N UMA 0BNUK:

dal _ _
6_(2 + Vatth (an‘(x" Dy perm) - (g a4 perm) =0 (2.51)

3ameHoM BpeaHocTM KoeduumjeHata a 3a n=0 u n =1, pobujajy ce aBe ocHoBHe
jeAHauYnHe payyHCcKe gMHaMuKe Gaynaa — 3aKOHM OApXKakba MAce U KONMYMHE KpeTatba:

) )

&(P) t 5 (pu) = 0 (2.52)
0 9 (o1 - (2.53)
g(pu) + a(p + puu) = pg :

MoueTHa anpokcumauuja y oBoj aHanmsm (aa je f = f©) nuje npuxsat/bmBa 3a KOHauHO
nssohere. Hanme, npumeHom oBe anpokcumauuje aobujajy ce Euler-oBe jegHauyuHe, a
umM/b M3Bohera je aa ce nobujy Hasnje-Ctokcose jeaHaumHe. 3ato ce gedmnHuunja dyHKumje
pacniogene f merba U cmaTpa ce aa f Huje jeaHako f©O), Beh je Bpno 61m3y Te BpeaHoCTH,
OAHOCHO, Ba*KW jeAHAKOCT:

Caga je notpebHo ogpeantn ,pep sennunue” £, Yeose ce aBe Hose BennumHe - L je
KapaKTEPUCTUYHA AYXKMHA NOCMATPAHOT AOMEH], A Cg j€ KapaKTepucTUYHa bp3nHa yectmua,
Koja ce jow HasmMBa W Op3nHA 3ByKa Yy jeauMHuMuama mpexke (eHr. lattice units).
KapaKktepuctnyHa 6p3mHa ce moxe n3pasuTn Ha cnegehm HaumH:

¢, ~[kpT/m =8 (2.55)

JleBa cTpaHa jegHaumHe (2.46) ce caga MOXKe anpoKCUMUPATH:

af .1 o (2.56)
de L7 T(f f )

3ameHoMm m3pasa (2.65) y oBy jeaHaunHy, gobuja ce:

L
0 _ = £ (2.57)
f CSTf

npv yemy je y3eT y 063up Beh HaBegeHn ycnos ga je f1 « f©,
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Ca | = ¢,T 03HaueH je cpeatbn cnoboaHM NyT YyecTUua (NPOCEYHU NYT Koju Yectuua npehe
. l
namehy 2 cygapa). Knudsen-os 6poj aeduHue ce Kao Kn = 7~ OAHOC cpearber cnobopHor

nyTa YecTULA W KapaKTepucTuuHe ayxuHe. JacHo je aa f) mopa 6uTi nponopumoHanHo
Knudsen-osom 6pojy. 3ato je BWTHO HarnacuTM Aa UeNnokynHu npuctyn u BGK mogaen
3anpaBo Baxke y obnactn manor Knudsen-osor 6poja.

Ako ce pase pauyHa f (D u3 cnepehe jeaHaumHe:

(0) (0)
af +v6f _ peq =_lf(1) (2.58)
dt ox T
M aKo ce MOHOBO KOPUCTK Npojekumja Ha Hermite-oBy 6a3y, nobuja ce:
) aa(()n) (n+1) (n-1) (n-1) (2.59)
—;al = r + V,a, + (ana + perm) - (g Ay, T+ perm)

rne ie g™ .

Ae je a;, £aToO N3pa3oM:
o™ = f dv D 3™ (2.60)

Kao wro ce moxke BMAeTM n3 jegHaumHa (2.41) — (2.44), koeduumjeHtn a(()n) npeacTaB/bajy

byHKUMje TYCTMHE p W KONMYMHE KpeTarwba j = pu. Ako ce y3my y 063up jeaHauunHe
OAp’Karba Mace M KoJIMYMHe KpeTarba (2.52) u (2.53), napumjanHu ussog koebumunjeHTa a(()n)

Mo BPpeMEHY Ce MOXKe TpaHCchopmmucaTh Ha cneaehun HaumnH:

dal B dalPap 8al™ a(pu) B
ot  dp ot 9j ot
(n) n)
da,  d(pu) Jdag d
ap ox + 5 \P9 oy P1+ pun)

(2.61)

Ha ocHoBy Beh HaBeaeHUx n3pasa 3a KoepuumjeHte a(()n) (jegHaumHe (2.41) —(2.44)), nako je
o4peanTn NapumjanHe U3BoLe No P U j:

0) @ 9a?®
0ap " _ 1. 944 _ (. Qoap _ 2.62
ap - 1 ’ ap - 0 ’ ap - _u(ZUB - 6aﬁ ( . )
(0) (1) 9a®
day da 20ap
—-=0; —2=§,; —==06,u;+0bu (2.63)
0ja 4 ajﬁ ap ajy ay “B By “a
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C ob3Mpom Ha cBa oBa npeTxogHa wu3Bohera, jeAHOCTAaBHO je caga oapeauTu cee

KoeduumjeHTe agn):

af’) = a&) = aﬁ)a =0 (2.64)

ally = —21pS, (2.65)

rae je TeHsop aedpopmaumje gedpuHMUCaH Kao:

1
S » =—(us, ., + 2.66
a , ,
B 2( B,a ua[)’) ( )

. du
HanomeHa: ¥ rope HaBeaeHOM U3pasy Uy 5 03HAYaBa NapLnjanH1 U3B0A, =
, xp

Tpeba 06paTMTM NocebHy NaKky Ha M3padyHaBarbe KoeduuUMjeHTa aﬁl)ﬁ. AKo ce ussoam

2

MOCTYMNHO, U3pas 3a KoeduumjeHT Afap

rnacu:

1
—;aga)ﬁ = 2pSup — (puau[;uy)’y = 2pSyp + 0(Ma?) (2.67)

TaKOo Aa Ce MNPAKTUYHO 3aHeMapYjy Y1aHOBM BULLIET peaa.

Y oBom wu3pasy, Ma npepctas/ba Mach-0B 6poj, Koju ce peduHUWE Kao ofHOC
KapaKTepuctnyHe 6p3nHe daynga un ,,6p3mHe 3ByKka“ c.

u
Ma =— (2.68)
CS

Kopuwherem anpokcumaumje ga je y oksupy LB cumynaumnja Mach-os 6poj manu, 4naHoBM
BULLEr peaa y jegHauymHu (2.67) ce mory 3aHemapuTU M Ha Taj HauuH ce aobuja seh
HanucaHu nspas (2.65).

Kao nocneauua anpokcMmaumje aa je ctpyjarbe y obnactu manmx Mach 6pojesa, nobuja ce
KOHayaH 13pa3 3a BaHPaBHOTEXKHY PYHKLMjy pacnoaene f(l) (enr. “off-equilibrium” part):

fO = —1pH ) Sep (2.69)

[a 6u ce nobMo NOTNYH CUCTEM jefHauyMHa, U Aasbe je NoTpebHO oapeanTn TeH30P HamnoHa
P v bnykc q. Beh je HarnaweHo ga ce y 0BOM pagy pa3maTpa CTpyjarbe M30TepMasHor
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Macrep pag 2 M3Bohere KoHTMHYyanHe BGK jeaHauunHe

HecTuw/bMBor Gpaymaa, na ce 36or Tora yTmuaj TemnepaType 3aHemapyje. Cammum TUM BULLE
Huje noTpebHo oapehmBaTh GAyKC @, jep je OH U MHaYe U30CTaB/bEH U3 CUCTEMA jeJHAYMHa.

MpMMeHOM UCTOT NPUHLMMA pacTaB/bakba, Koju je Beh KopuwheH NpUAMKOM M3padyHaBakba
byHKLMje pacnogene, TEH30p HAMOHA Ce MOXKe

Primenom istog principa Chapman-Enskog rastavljanja, koji je vec koriséen prilikom
izracunavanja funkcije raspodele, tenzor napona se moze rastaviti na 2 komponente:

p=pO 4 p® (2.70)

Ha ocHoBy jeaHauunHe (2.12), TpaHcdopmaumjama ce gobuja:

PY = f dv (HZ = HPug = HVu, + (8up + rqug )HO) £ (2.71)

3ameHom nn = 0, gobwuja ce:
P( ) = pbas (2.72)

3ameHom n = 1, pobuja ce:

Py = f dv 1 fD (2.73)

Ha ocHoBy Beh ogpeheHe BpegHoOCTH f(l) (aedunHucane jegHaumHom (2.69)), nobwja ce:
1
Py = —21pS, (2.74)

yKYI'IHa BPegHOCT TEH30pPaA HaMNoOHa U3HOCWU:

Paﬁ = p6aﬁ - Zlu-ssaﬁ (2-75)

rae je g = PpT AMHAMUYKa BUCKO3HOCT.

AKo ce capga pobujeHn M3pa3 3a TEH30pP HAMoOHa 3aMeHu y jeaHauymHy aeduHMCaHy Ha
noyeTky mssohema (y jeaHauunHy (2.18)), nobuja ce nosHaTa HaBnje-CToKcoBa jegHa4yMHa 3a
HecTuww/bme dayuna,
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Tpeba HanomeHyT aa LB meToaa NpUTUCAK p YBOAM Y CUCTEM jefHAYMHA NPEKO jefHAYNHE
CTakba UpeanHor raca:

p=p0=pkeT/ (2.76)

KoHauHo, cuctem jeaHauMHa Koju ce fobuja LLeSIOKYMHUM NOCTYNKOM, FNacK:

dp 0
9P 9% ) = 277
ot T ax PW (2.77)
du 0
_ _ 2.78
p=r T3, P = 2u:5) = pg (2.78)
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3 Auckpetusaumja BGK jepHaunHe

BGK Boltzmann-oBa jegHauMHa ce OAHOCM Ha KOHTMHYYM M nogpasymeBa Aa MOCTOju
KOHTMHYyanHO nosbe 6p3nHa. OBaKaB 0O0AMK jegHaunmHe HUWje NorodaH 3a HYMEpPUYKO
pewaBatbe. [a 6M 6uno moryhe HanpaBuTM NPOrpam Koju pellaBa HYMEPUYKM OBY
jeAHauYnHy, OHa MPeTXo4HO Mopa OUTU AUCKpeTU3oBaHa. Anu, AUCKPEeTM3aumja He MoXKe
6MTM npousBo/bHO cnpoBegeHa. CucTem jeaHauyMHa Mopa OCTAaTM TakaB Aa byay
3ago0Bo/beHe HaBuje-CTOoKkcoBe jeiHauYMHe, Aa 64 uena meToga Morsa ga ce KOPUCTU 3a
cMmynaumje ctpyjarba daynaa.

MocTynak gucKkpeTuMsaumje ce cnpoBoAM Yy ABa KOpaKa. Hajnpe ce guckpertusyje nosbe
6p3uHa, npumeHom Gauss-Hermite-oBor npasuna (MHTErpaaun ce n3pavyHasajy Kao KOHa4yHe
cyme, yBoherweMm TEXKMHCKMX KoeduumjeHaTa), a 3aTUM ce NpUMetbyje Tpane3Ho NpaBuo
Apyror pega, y unby NpPoCTOpHE U BPEMEHCKe AMCKpeTusaumje. MocTtynak guckpetmnsauuje
je jako BakaH n nocseheHo je Ueno nornas/be TOj Temu, Aenom U 36or came
MMNAEMeHTalLmMje, MNOWTO Cce Kpo3 Taj MNocTynak objawraBa UM uM3rnen Mpexe,
KapakTepuctnke GyHKLUMje pacnogene n CIMYHO.

3.1 AJuckpemu3ayuja nosba 6p3uHa

dyHkumnja pacnogene fV (N je pepn ckpahuara, y OBOM pagy je pasmaTpaH CAyyaj
N30TEePMasIHOT, HECTMLI/bUBOI CTpyjatba, Tako Aa je N = 2) je u3BeAeHa y MPETXOAHOM
nornas/by U OHa Ce Aa/be KOPUCTU Aa Ce Ha jeAHOCTaBaH HauyMH AMUCKPeTU3yje nosbe 6p3nHa.

()

o C€e mory nobutn kopuwherbem N, a ne

Hermite-oBn KoeduuWjeHTU eKchnaH3nje a
notnyHe ¢yHKuuMje pacnogene f. Takohe, NOKa3aHO je Aa CBe MaAKPOCKOMCKEe jeAHauuHe

3aBMCe CaMo 0f, 0BMX KoeduumjeHaTa ac(l )y CKNagy ca TUM, jeAHauynHa Kojom ce aeduHuwy
0oBM KoeduunjeHTn (jeaHaunHa (2.24)) moxe ce TpaHchopmmucaTth Ha cnegehm HaumH:

a™ (x,t) = f dv fV(x, v, HH (v) = f dv o(v) r(x, v, t) (3.1)
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Macrep pag 3 Owuckpetmnsauymja BGK jegHaunHe

roe je ca r(x, v, t) o3HauyeH nonuHom cteneHa He Beher og 2N, gedpuHucaH Kao pyHKUMja
6p3nHe v. OBaj MHTErpan ce MOXKe M3PayyHaTU aKo ce Aasbe TPAHCPOPMULLE Y TEXKUHCKY
cymy, kopuwherem noctynka Gauss-Hermite ksagpatype [34,35].

Y 0BOM KOHKpeTHom cnyyajy, 3a noavHom r(v), Gauss-oBa KBagpaTypa TeXu Aa WTo
npubauskHuje ogpean Bpep,HOCT nuterpana [ w(v) r(v) dv. To je moryhe ako ce ogabepe

OnNTUManaH ckyn ancumca v;, L = 1,2, ..., n, TaKo Aa BaXKu:
n
f w@)r(v) dv = Z w; r(v;) (3.2)
i=1

roe je w;, i = 1,2, ...,n CKyn KOHCTaHTHUX TEXMHCKNX KoeduumjeHaTa.

3a 0BO NMpPaBW/IO Ce Kaxe Aa uma anrebapcKku cTeneH TayHoCTU m, ako 3a BUNo Koje 1, Koje
je NONIMHOM MaKCMMaNHO M-TOT CTEMEHA, BaXKW er3akTHa je4HaAKOCT ropHe jegHayvynHe.

OBaj napameTap (anrebapcku cTeneH TayHOCTM M) je 3HayajaH 3aTo WTO ce nomohy hera
AedvHnwe 6poj ancumca Koje he ce KopucTUTM 3a TauyHO oapehusare Hermite-oBux
KoeduumjeHaTa. Y 3aBMCHOCTM O, TUNA CTPyjarba Koje Tpeba ga ce cumynumpa, notpebaH je
pasnAnunT bpoj KoedpurumnjeHaTa. 3a TONJOTHO CTPYjare CTUMW/bUBOT daynga yamma ce m = 9,
33 M30TEPMasIHO CTpyjarbe CTUWI/bMBOr daymaa y3mma ce m = 7, a 3a CAy4vaj Koju ce
pasmaTtpa y OBOM pady — M30TepManHO CTpyjatbe HecTuwsbuBor ¢naympa, anrebapcku
cTeneH TayHocTM je m = 5. HapasHo, wTo je Behe m, Behun cy n MeMOpPUjCKM 3axTEBU U
noTpebHo je BMLIE BpeMeHa 33 NPOpPaYyH.

Y Oopatky A aatu cy Gauss-Hermite-oBu TEXMHCKM KoebuMUUjeHTU U ancumce 3a anrebapcku
CTeneH TayHOCTM 5, KOjU Cce Kopucte 3a pelwaBakbe ABOAMMEH3NOHANHUX U
TPOAUMEH3NOHANHWX Npobaema.

JegHaunHa (3.1) ce NpUMeHOM ONMCaHOT NOCTYMKa CBOAM Ha:

o™ (x,t) = Z w; 7(%, v, £) = Z o )fN(x v, OHD () (3.3)

rae cy w; M v; (i=0,..,9 — 1) TexunHckn KoedumumjeHTM U ancumce Gauss-Hermite-ose
KBagpaType cTeneHa Marbux uam jegHakmnx 2N.

OBaKBMM M3pauvyHaBakbeM WHTErpasa M OBaKBOM AMCKpPEeTM3aumMjom mnosba 6p3uHe,
AvKcpetnsoBaHa ¢yHKumja pacnogene fV(x,v;,t), i =0,..,q — 1, notnyHo oapehyje
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Macrep pag 3 Owuckpetmnsauymja BGK jegHaunHe

f¥(x,v,t) n cBe ocobuHe BenMuMHa Koje ce u3padyHaBajy Ha ocHoBy fV octajy
HenpomerbeHe.

Kao wto ce morxke Buaetv us [logaTka A, ancuuyce HUCY LenobpojHe AyKUHE, @ MOXKE/bHO je
360r nakuwer pavyHara Aa 10 byae cnydaj. MNowTo cy BpegHOCTU ancumca MpaLnMoHaNHK

6pojesn (vi = \/§), Heonxo4Ho je yBohere KopeKunoHor ¢akTopa Aa 6u ce oHu nsbernw.
JedunHuwe ce KOHCTaHTa

Ax

-5 (3.4)

]

Koja ce y nuTepaTypu HasmBa Bp3mMHa CBETNOCTU MPEXKe M y3uma ce Aa je TO jeAMHMYHA
BpeAHOCT [36]. MpaKTUYHO, Y UMNAEMeHTaUuju ce BpeaHocTn Ax n At ce y3umajy Tako Aa
HMXOB OAHOC byae jegHaK jeguMHUUM. Buwe petasba o M3bopy napamertapa U ocTainm
cneymouyHoOCTMMa MMmnaemeHTaumje LB metoge 6uhe gaTto y HacTaBKy paga.

Ca KOHCTaHTOM C; Ce noBe3yje U Apyra KOHCTaHTa (bp3MHa 3ByKa MpesKe) C; U TO penaumjom:

2
C
2 = % (3.5)

Beh je nomeHyTO Aa ce ¢, MOXKe U3Pa3unTh Kao:

¢ ~ JkgT/m =0 (3.6)

M OHa 3aBucM of wu3bopa AUCKPeTHMX 6p3mHa. 3a mogen ca 9 6p3nHa, 3a

[BOAVMEH3MOHANHM AOMEH, y3uMa ce Aa je ¢; = 1/+/3. To je HasegeHo ny [ogaTky A.

MpopayyHom ce pobujajy ogpehenun pesyntatu. a 61 oHM 6GUNM KOH3UCTEHTHU, CBe Bp3nHe
BpeAHOCTM ancumca Tpeba MOMHOMKWUTU KOHCTAHTOM Cg, Aa 6bu ce pobune jeanHuyHe
BPeAHOCTM 3a ancuuce nosba 6p3nHa. YBoAM ce CMeHa 3a ancumncHe oce:

C; =¢Cs v (3.7)

Beh je nomeHyTO Aa ce ¢, YeCcTo y IUTepaTypu HasmueBa Op3nHa 3ByKa mpee (eHr. lattice
speed of sound), anv 3anpaBo npeacTaB/ba camo GpaKTop CKaMpatsa.
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[da 6u ce ucnpaBHO AucKkpeTusoBana W dyHKUMja pacnogene, notpebHO je yBecTu
AVCKpeTHe Hermite-oBe NosMHOME:

HO =1 (3.8)
HD = v, (3.9)

2
}[isz[g = Vg Vig — C&84p (3.10)

Takohe, yBohere ¢daKTOopa CKanupaka A0BOAM M A0 NPOMEHa M3pasa 3a KoeduuujeHTe
€KCNaH3mnje, Koju caaa rnace:

a® =p (3.11)
oD = pu, (3.12)

2) _ P 2 -5
aaﬂ — Lap + Csp(uau[)’ aﬁ) (3.13)

da 6u ce y noTnyHoCcTM AUCKpPETM3OBana jedHaumHa (2.46), Tpeba npojektoBatM wu
paBHOTEXHY OGYHKUMjy pacnogene f(o) Ha Hermite-oBy 6a3y. KoedunumjeHTM ekcnaH3uje
KOju ce o4HOCe Ha pPaBHOTEXKHY PYHKUNjy pacnoaene cy aati cnegehum jegHavymHama:

ago) =p (3.14)
oD = pu, (3.15)

@ = 2p(6 — 1)8 1
aoaﬁ = puqgup + Cs ,0( ) apf (3.16)

MowTo ce y oBOM pady 3aHemapyje TONAOTHO CTpyjatbe, Y jeaHaunHu (3.16) Tpeba y3etn y
0b63np pajed = 1:

2
aéa)ﬁ = PUyUg (3.17)

Capa anckpetnsoBaHa dyHKUMja pacnogene f; pobuja obnuk:
Wi

w(v;)

ﬁ (x, t) = f(x, v, t) (318)
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[ucKpeTM3oBaHa paBHOTEXHA OyHKUMja pacrnogene wMma 06AMK  (NpumerbeHo je
ckpahuBarbe 10 pesa 2):

2
1 v,iru 1
) _ a™ @ L )
[ = w; E csznn' Ay, H;, = wip 2 2c§‘}[i“ﬁu“uﬁ] (3.19)

n=0

raoe cy ca }[igl) O3HayeHM AUCKpeTusoBaHu Hermite-oBn nonvHomu (aeduHUCcaHK
jeaHaumHama (3.8)-(3.10)).

AHaNorHo NPeTXo4HUM, MOXKEe Ce ANCKPETM30BaTH M n3pas 3a cuny F;, Koju caga rnacu:

V,—u ;- w)v;

N CS
BaHpaBHOTeXHM Aeo dyHKLMje pacnogene y ANCKPETU30BaHOM 06/1MKyY rnacu:

O = P}[lgﬁ)s (3.21)

Kaga je y nutarby TEH30p NPUTUCKA, HEONXOAHO je y3eTun y 063unp GpaKTop CKanupara c; Uy
je4Ha4YnHM Kojom ce OH peduHumLue:

P =L (3.23)
Cs

Ha 1UCTM HauKH je NOTPEOHO U3IMEHUTU U U3Pa3 38 AMHAMMUYKY BUCKO3HOCT U jeAHAYMHY Koja
aedunHuwe sesy namelhy nputncka paymaga v ryctHe paymaa:

U = cpt (3.29)
kgT
p=clp=cp B [y (3.30)

KoHayHo, moKe ce HanucaTu BGK jeaHauymHa, AUCKpeTM30BaHa Mo Mosby 6p3nHa M oOHa
rnacu:

af; i 1 ©) (3.24)
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MaKpocCKoncke Be/nYMHe ce M3padyHaBajy npeko ¢yHKuumje pacnogene. Y NpeTxo4HOM
nornae/by Cy AATW M3Pa3n KOjUMa Ce OHe M3PayvyHaBajy UHTErpa/berem nNo 6ecKkoHa4yHoOM
AoMeHy 6p3uHa. MowTo je cnpoBeAeHa AUCKpeTU3auMja nosba 6p3MHa, OBe Be/iMuYMHE ce
€aa MOTy U3pPayyHaTH Kao TEXMHCKE CyMe NO KOHAYHOM 6pojy AUCKpeTHUX Bp3unHa:

p= Zﬁ- (3.25)

pu = Z v fi (3.26)
€= lz c2f,
pe =2 cif (3.27)

P = Z c:Cif; (3.28)

roe je ¢; = v; — U OMCKPEeTHa MMKPOCKOMNCKa 6p3nHa, WTO je HOBOyBeAEHA BE/IMYMHA,
Hacnpam seh aeduHMCaHe KOHTUHYa/IHE MUKPOCKONCKe 6p3unHe.

3.2 BpemeHCKa u npocmopHa OucKpemusayuja

HakoH auckpetmusaumje nosba 6p3vHa, NoTpebHO je AMCKPETM30BaTU KOHBEKTMBHW YnaH
jeAHaunHe (3.24). MNocTynak BPeEMEHCKe M MPOCTOPHE AMUCKpeTM3auuje ce MoxKe Hahu vy
nutepatypu [37,38,27].

BGK Boltzmann-oBa jeaHa4mMHa ce MoXe Hanucatu u y chegehem obanky:

df; 1 .
d_];:‘?(ﬁ"ﬁ' q) (3.31)
rae je
£ = £O 4 1R, (3.32)
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NHTerpaumjom jeaHaunHe (3.31) gobuja ce:
filx + v;At, t + At) — fi(x,t)

At
- _;fo (fl.(x+vl-s,t+5) — (x4, t +S)) ds (3.33)

roe je At BpeMeHCKM Kopak.

JecHa CTpaHa oBe je,ﬂ,Ha‘-IMHe Ce MOXe aNPOKCUMUNPATU TPaNeE3IHMUM NMPaBUIOM:

1 At
—;f (fi(x+vis,t+s)—fieq(x+vis,t+s))ds
0

At e (3.34)
=5 [fi(x + viAL, t + At) — £ (x + viAL, t + AE) + fi(x, 0)

— 5 (x, 0)] + 0(At?)

Tako ga caga jeaHaymHa (3.33) uma ob6aumk:
filx + v At t + At) — fi(x,t)

= _g [fi(x + viAt, t + At) — £ (x + viAL, t + AE) + fi(x, ) (3.35)
— £ (x, 0)] + 0(At?)

Y pa/bem TEKCTy ce 3a BPEeMEHCKM KopaKk y3uma ga je At =1, wTo je norogHo v 3a
HYMEPWYKO pellaBatbe jeHaunHa.

Fope HaBegeHW OBNUK jegHaYMHe je MMNMLMTAH, a 32 pellaBarbe je NorogHnje KOpUCTUTK
€KCNIMLMUTHU 061MK. 360 Tora ce yBoAM HOBa BEIMYMHA:

FiGed) = £,Ge0) + o (1,60 - 119G ) (3.36)

AKo ce u3pa3s (3.36) 3ameHun y jeaHaumHu (3.35) u gobujeHa jeaHauMHa noTom cpeau,
nobwja ce:

fix+v,t+1)—fi(xt)=— % (fi(x, t) — £ (x, t)) (3.37)
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OBuM je pobujeH eKCNAMUUTHM OBAMK jeaHauyMHe, Npu Yemy je yBeAeHO MOAMPUKOBAHO
Bpeme penakcauuje:

(3.38)

S|

Il

q~|

+
N =

Y HYMepuyKMM CUMynaumjama ce u3padyHaBa ynpaBo f; U KOpPUCTU ce MOAUPUKOBAHO
Bpeme penakcauuje.

Y jeaHaunHu (3.35) je Ha3zHayeHO Aa Ce YNAHOBM BMLWIEr peaa 3aHemapyjy (O(Atz) v
NOMEHYTOj jeAHauuMHW). HapaBHO, OBMM 3aHeMapuBateM je HanpaB/beHa oapeheHa

rpewka. [a 61 ce KopuroBana Ta rpellka yBeZeH je KOpeKLMoHU $haKTop % y uspasy (3.38).

Ha Taj HauuH je nocturHyto ga lattice Boltzmann meToaHEMa HYMEpPUYKE HECTabUAHOCTH
WM TpeLlKe, Kao WTo je To 6uo cnydaj ca npeTxogHUKom (LGA MeToaoM) UM ca HEKUM
ApyrMm metogama.

Haume, Ha no4yeTKy OBOr NOr/aB/ba je HarfalweHo Aa ce NOCTYNKOM AUCKpeTu3aumje mopa
o4yBaTu cBOjcTBO BGK jegHaunHe ga ce 13 be mory ussectn Hasumje-CTokcoBe jegHavunHe.
YKonnKo 6u ce oBaKo guckpetnsoBaHa BGK jegHauunHa passuna y Taylor-os pea, nobuo 6u
ce wuctm o6ank HaBuje-CTOKCOBUX jedHauMHa, Koju je pobujeH TpaHchopmaumjom
KOHTMHyanHe BGK jegHaunHe [39]. Tume je AOKas3aHO [a je AUCKPETU3aUMja cnpoBeaeHa
MCNpaBHO. YNpaBo NPMMEHOM OBOF Apyror noctynka yTBphyje ce KOAMKa je momeHyTa
rpeLKa 3aHeMapmBatkba Y1aHoBa Buwer peaa [40].

Jow jegHa npeaHocT yBoherba MOAMOUKOBAHOr BpemeHa penaKkcauuje jecte U TO LITO
omoryhaBa MpuMMeHy eKCM/IMUUTHUX BPEMEHCKMX KopaKa, Aakne 6o/by U NpuUKNagHujy
BPEMEHCKY AWUCKpeTusauujy. Anv, u3ameHa BpemeHa pefiakcauuje, 4OBOAN U A0 U3MeHa
OCTa/NINX BeAMYMHA CUMyAaLmje, WTO je HeonxoaHo Aa bu ce obesbeamna KOH3UCTEHTHOCT
mogena.

. - 1 .
PaHuje kKopuwheHo 7 Tpeba 3ameHnTM CA T — 7 Y 13pasy Kojum ce AeduHMLWE BUCKO3HOCT:

1
p=c2p(7-3) (3.39)

OBako gobujeHa BUCKO3HOCT Ce Ha3mBa U ,,BUCKO3HOCT mpexke” (eHr. lattice viscosity).

Kako je HanomeHyTO fa ce f; caga BuLEe He padyyHa ANPEKTHO, Beh ce n3payyHasa f;, Tpeba
carnegatm U U3MeHe A0 KOjux ycnies OBe NMPOMEHE A0M1a3M Y U3pasnma 3a MaKpPOCKONCKe
BENINYMHE.
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AKo ce y3my y 063up unrbeHuLe aaje: Y fi = Zifl.(o) n Y., F; = 0, n3pas 3a ryctuHy rnacu:

q—1
5= Z f=p (3.40)
i=1

i

[akne, Kaga je rycTMHa y nuTakby, HEMA HUKAKBUX M3MeHa. MehyTum, M3pas 3a KOAUUYUHY
KpeTarba caza rnacu:

pE= ) vfi=pu—pg/? (3.41)

N3 oBe jegHaKocTn ce BUAM Aa Op3nHA Koja ce y MpopadyHy M3pavyHaBa Ha OCHOBY
dyHKUMje jTl M KOja je 03HauyeHa ca U, He npeAacTas/ba ,PU3nNUKy 6p3nHY” cTpyjarba, Koja ce
MOMKe M3pavyHaTu npeko ¢yHKuuje pacnogene f;. Oa 6u ce oppeanna édusmnuka 6p3nHa
(Koja je jeaHa op HajBaXKHMjUX KapPaKTEpPUCTUKA CTpyjakba Ha MAKPOCKOMCKOM HUBOY),
notpebHo je n3BpwKTK cneaehe npepadyyHaBame:

N Q

u=u+ (3.42)

O oBome Tpeba BOAUTM payvyHa MNPUAMKOM aHanM3e pesyntata cMmynaumje, oAHOCHO
NPUANKOM MMmnaemeHTaunje LB metoae. Tpeba npMmMeTUTM U A3 je y CAyyajy Aa He NOCTOju
yTuUaj cnosbawrbunx cuna (Kaga je g = 0) 6p3unHa ucta 6e3 o63mpa Ha NpomeHe y payyHaky
dyHKumje pacnogene (u = u).

Jow jepHa cTBap Kojy Tpeba Harnacutu jecte aa je fieq nePUHNCAHO Kao ¢yHKUMja
,dun3nukor” sBpemeHa penakcauuje T u ¢usundke bpsuHe. Umajyhn y suay jeaHaumny (3.32)
Kojom je aeduHUcaHo fieq, OECHa CTpaHa jeaHaunHe (3.37) ce TpaHchopmmcaTh Ha cnegehum

HAYUNH!

1,—
~=(fixn - 0w - pw)

L 1 (3.43)
= L(F@n - fO0w) + (1- ) Eow
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Macrep pag 3 Owuckpetmnsauymja BGK jegHaunHe

Cafla ce MoKe HanucaTu jeAHauYMHa Koja penpeseHTyje ueny LB HymepuuKy wemy u Koja ce
KOPUCTU NPUIMKOM MMIJIEMEHTALMje OBE MeToAe:

filx+v,t+1) = fi(xt) = - % (Fao-£Opw)+ (1 - z%) F, (3.44)

Kapa ce umnnemeHTnpa LB metoaa, Hajuewhe ce oBa jegHaymMHa pasgBaja Ha ABa KOpaka —
cynape (eHr. collision step) u nponarauujy (eHr. propagation step). Mory ce geduHucaTv age
BpegHoCTM  dyHKUMje pacnogene - £ u f°*, «koje npeactae/bajy BpPeAHOCTU
ANCKpeTusoBaHe ¢yHKUMje pacnogene npe u nocne cygapa. HaBeaeHu Kopauu ce mory

onucatu jegHauYMHaMma:

Cynapwu (eHr. collision):

_ _. 1,_. 1
frt @0 = fn0 -2 (A" @0 — £ w) + (1-5) R 343

Mponarauuja (eHr. propagation):

ff(x+v,t+1) = (x,t) (3.46)

CBakM oA, OBa [Ba KOpaKa ce MOpa NMPUMEHUTM HA Lo cUCTeM (Ha cBe YBOPOBE MpeXe,
OALHOCHO Ha CBe 4ecTuue), npe Hero wTo noyHe cneaehm Kopak. Kopak y Kome ce
pasmaTtpajy cyAapu je JNOoKanHor Kapaktepa (jeaHauvMHe 3a uyBoposBe cy mehycobHo
He3aBUCHE M HUCY CMIPErHyTe), A0K Ce Y KOPaKy y KOMe ce BpLM Nponaraumja yamma y o63ump
CaMO TPEHYTHO Pa3MaTPaHM YBOP MU HEKOIMKO HAjbNMKNX cyceaHMX YBOpOBA. Ynpaso 36or
Tora je LB meTog, jako norogaH 3a napanenusaumjy.
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4 Aetamsu UMnAemeHTtauuje LB metoae

Y okBupy oBor MacTtep paga pas3sujeH je codteep H6asmpaH Ha LB meTtoam u jegHaumMHama
Koje Cy HaBegeHe y MpeTXogHMM nornas/bMma. Y oBom nornasmy he 6utn petamHuje
06jalbeHO KaKo Ce MPUMEHOM OBWX jeJHAYMHA CMMyAMpa cTpyjatbe daynaa v Kako To
NPaKTMYHO M3rneda Ha nNpumepy ABOAMMEH3MOHanHe mpexe. OCHOBHa wuaeja
MMNAeMeHTaumje je Aa ce pa3maTpaHu AOMeH nogenu Ha ogpeheHn 6poj NMAEHTUYHUX
enemeHara Koju ce apyrauuje Hasueajy henunje (eHr. cells). 3a cBakn 4Bop 0Bako popmupaHe
mpexe aepuHuie ce dpyHKUMja pacnogene. Kako je cnpoBeaeHa auckpetTmnsaunja GyHKumje
pacnogene, MOCTYNKOM KOjU je OnucaH y MOrnae/by 3, 3a CBakM 4BOp je noTpebHo
aedunHucatn 9 oBakeux BpegHocTn. OBaj TMN Mpexe ce Hajuewhe o3HayaBa ca D2Q9, jep ce
pagn 0 ABOAMMEH3MOHANHOM AOMeHY, ca 9 ancumca. Ha cavum 4.1 npuKasaH je AOMeH Y
ABOAVMMEH3NMOHANHOM NPOCTOPY M mpexa henunja, a Takohe cy 3a jeaaH YBOp Cy NPUKA3aAHU
CMepoBM ANCKpeTM30BaHe dyHKUMje pacnoaene.

I P Py o o o ® )

+— W N " >—.—I—<.

oy [ S —
1

Cnuka 4.1 - iBogMMeH3MOHa/IHa MpeXa U AUCKpeTmsoBaHa PyHKUMja pacnogene [41]
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Macrtep pag 4 [etasbm nmnaemeHTtaumje LB metoge

OBaKo O3HayeHe KOMMOHeHTe ¢yHKUMje pacnogene ce MOry WM3payyHaTM Ha OCHOBY
jeaHaunHe (3.19). CmepoBu 03Ha4YeHN bpojeBnuma 1-8 Ha camum 4.1 o3HavaBajy ancumce no
KOjuma je u3BplIEeHa AMCKpeTM3aumja nosba 6p3mHa. Ancumce Gauss-Hermite-ose
KBagpaTtype cy agebumHucanum y flogatky A. Kao WTo je HaBeAeHO y NoriaBs/by 3, y NUTakby Ccy
MpaunoHanHu 6pojeBn, Na je HeoONXo4HO WM3BPLUMTU KOPEKUWjy, npema jegHaumHu (3.7).
KopeKkunoHn ¢akTop (Tako3BaHa Op3MHa 3ByKa) 3a OBaj TUM Mpexe MMa BpesHOCT

1 .
Cs :ﬁ' Ha OCHOBY TOra ce mory Aed)MHMcaTM KOMMNOHEHTE BEKTOPa KOJU ,Cl,e(I)MHMLLIy

CMepoBe ancumca y npupoaHOM KOOPAMHATHOM CUCTEMY M OHe cy AaTe y cneaehoj Tabenu:

Mpasay, BekTop
0 (0,0)
1 (1,0)
2 (0,1)
3 (-1,0)
4 (0,-1)
5 (1,1)
6 (-1,1)
7 (-1,-1)
8 1,-1)

Hucy cBe ¢yHKUMje pacnogene wcTe TeKUHE, OOAHOCHO WCTe BaKHOCTM. 36or Tora ce
AebUHULWY M TexXMHe ancumca w;. Hbmnxose BpeaHOCTU cy Takohe aaTe y [logaTky A.

4.1 Anzopumam npozpama

Mporpam 3a cumynaumjy cTpyjamwa ¢nymga, 6asmpaH Ha LB metogm HanucaH je y
nporpamckom jesmky C++. MNocTtoje PpyHKUMje 3a maHMNyNaumMjy nogaumma Koje ce ogHoce
Ha YBOPOBE MOjeAMHAYHO, HA Leny Mpexy (y OKBUPY e ce pa3maTpajy UHTepakuunje mehy
YBOPOBMMA), Kao 1 Uene cumynaumje (Koja KOHTposiMLwe cBe akTMBHOCTK). CBe oBe dyHKUMje
Cy MMNIEMEHTUPAHE Y OKBMPY HEKOJIMKO K/1aca, TaKo Aa NOCTOjM Knaca Kojom ce geduHuwe
4YBOP, MpeXKa U CMMyTaunja. AropuTam NPorpama je WemaTCcKmM NpMKasaH Ha canum 4.2,
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Macrtep pag 4 [etasbm nmnaemeHTtaumje LB metoge

noyertak paga nporpamMa

\ yyuTaBake ynasHux nogaraka /
\ AeuHUCare rpaHNUYHUX ycrosa /

neTrba no uTepauvjama

I

cumynaumja cygapa

nponarauuja

Y

ncnucmeame pesynrtara

Kpaj paga nporpama

CnukKa 4.2 - Anropmutam nporpama 6asmpaHor Ha LB meTtogm

Ba)kHO je HanoMeHyTK Aa je HeoNXo4HO Aa NOCTOoju NeT/ba No uTepaumjama, 36or Tora WTO
ce npobnem pelwasa y BeAMKOM 6pojy BPEMEHCKMX KOpaka, AOK Ce He [AO0CTUTHe
CTaLMOHAPHO peLllere. Y OKBMPY Te NeT/be ce HaUu3MEHUYHO CNPOBOJE ABa KOPaKa Koju cy
onucaHu jeaHaunHama (3.45) n (3.46). Ha cnegehum cnmMkama je nprMKasaHO KaKo ce Mema
dyHKUMja pacnogene y jeAHOM YBOPY MpPEXe Npe NnoyeTKa jegHOr BPEeMEHCKOr Kopaka
(cnuka 4.3), noche moaenuparba cygapa (cavka 4.4) n nocne nponarauuje (canka 4.5).
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\ 4 @

@

@ @

Cnuka 4.5 - OyHKuMja pacnogene nocse nponarauuje (4pyror Kopaka)
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Macrtep pag 4 [etasbm nmnaemeHTtaumje LB metoge

4.2 paHu4Hu ycaosu y LB memoou

CBa npeTxogHa m3Bohera HUCY y3ena y 063up rpaHunyHe ycnose. Mnak, aa 6u ce pobunm
Ba/IMAHN pe3ynTatm u ga bu ce uUcnNpaBHO CMMyAMpano cTpyjare Gaymaa, HeONXoaHO je
ncnpaBHo aeduHUCATU rpaHUyHe ycnose. Y oBom pagy he 6UTM cnomeHyTo HEKOAMKO
TMMNOBA TPAHUYHUX YCNOBA KOjU CYy WMMMAEMEHTUPaHM M KopuwheHU npu peluaBarby
npumepa NPUKa3aHNX y 0BOM pagy.

4.2.1 I[lepuodu4HU 2pAHUYHU yC/108

0OBO je HajjeaHOCTaBHUjWN TUN FTPAHUYHUX YCA0BA. [PaKTUYHO, OH Ce MOXKe TYMAYUTM Kao Aa
CYy ynas u u3fa3 AOMEeHa CnojeHun. Y camom Mnporpamy, OBaKaB FPaHWYHU YC/IOB ce
MMNNEMEHTUPA Y OKBUPY KOpaKa nponarauumje. 3a cBe OHe YBOPOBE KOjU Ce Hanase Ha
rPaHUUM OOMeHa, KOMMOHeHTe ¢yHKuMje pacnogene kKoje Tpeba pa nponarvpajy BaH
rpaHuLE AOMEHa ce ,,MpeycmepaBajy” Tako Aa ce oBe BPeaHOCTU NpPeHoCce Ha YBOPOBE Koju
ce Hasase Ha Apyroj (cynpoTHoj) rpaHnum gomeHa. OBO je nAycTpoBaHO Ha canum 4.6.

Cnvka 4.6 - Nep1ogMYHM FrPaHUYHM YCI0B
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4.2.2 0060jHU 2pAHUYHU yC/108

OBaj rpaHMYHW YCNOB je jaKO jeaHOCTaBaH 3a MMMNJEMEHTauMjy U jegaH je opf, pasnora
nonynapHoctu ose metoge. [lpumersyje ce Kaga je notpebHO Kpeupatu [OMeHe
KOMM/AEKCHE reomeTpuje, Kao WTO je CAyyaj Kaga ce CUmyampa CTpyjakbe y NOPO3HOj
cpeanHn [41]. JeauHo je noTtpebHo AeduHUcATM oapeheHU UYBOP MpPEXKe Kao coaug,
OAHOCHO MpenpeKky, M y TaKBMM YBOPOBMMA Ce He payyHajy KOMMOHeHTe ¢yHKumje
pacnogene Ha UCTU HAaYMH Kao y OCTa/IMM YBOPOBMMA.

Ako ce ca opp(i) o03HauM NpaBal, CynpoTaH NPaBLy i Y MPEXM, BPe4HOCTM ancumca y Tum
npasuMMa cy noBesaHe jeiHa4YNHOM:

Uopp O —V; (4.1)

Y 4BOPOBMMA MPEXKE KOjU Cy O3HAYEHU KAo CONMMA YBOPOBM U KOjU Ce TpeTupajy NpumeHom
onbojHOr rpaHWyHor ycnosa (eHr. bounce-back) BpeaHOCTM ¢yHKUMje pacnogene ce
n3padyHasajy npumeHom cnegehe popmyne:

fi = fopp ©) (4.2)

Ha camum 4.7 je npuKkasaH noctynak npumeHe bounce-back rpaHUYHOr YyCn0Ba,y3
NPeTnocTaBKky Aa je rpaHuua conua-eayma AoMeHa MoCTaB/beHa HA MNOMIOBUHU MpexKe
nsmehy conug, n dpayma ysopa.

\A /1 ’
dnynn < > onynn
K Y N\
conug conunpg / \
Y
\A /
dnynn énynn %
conug conug

Cnuka 4.7 - Unyctpaumja bounce-back rpaHmyHor ycnosa
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Nnak, bounce-back rpaHWYHM yCNOB MMa M CBOjUX HeAOCTaTaKa, KOju Cy pasmaTpaHu y
nutepatypu [42,43]. K/by4yHM HeaoCTaTak je WTo y CyYajy /ole MMNAeMeHTauunje Moxe Aa
Aohe Ao HecTabMNHOCTM M HapyLlaBama jegHauYMHe KOHTUHYUTeTa. JeTa/bHOM aHa/IM30M je
yTBpheHo fga ce NpMMEeHOM OBOF FPaHUYHOr YC/I0BA 334pKaBa TAaYHOCT Apyror peaa, camo
KaZa ce rpaHuua conmaa u dnynaa Hanasm namehy cammx ysoposa mpexe [44], kKao wTo je
WAYCTPOBAHO Ha camum 4.7. AKo je rpaHuua usmehy aBa AOMeHa CauutbeHa o4, NpaBuXx
/IMHWja, OHAA je MOXKe/bHO KOPUCTUTU OBaKaB npuctyn. MehyTum, Kaga je y nuTamy
KOMMNJIEKCHA reoMeTpuja, KPUBOJIMHUJCKA MM Kada Cce MocmaTpa Cconuna yHytap ¢aymaa u
NMHTEpaKUMja conmaa ca dbaynaom, edrKacHuje je KOPUCTUTU HeWTOo Apyrayvvjyu npuctyn o
Kome he 6UTU peun y HapeaHOM NOor/iaB/by.

4.2.3 3adaearse 6p3uHe U npuUMUCKA KA0 2pAHUYHUX YC/108d

YonuwTeHO Kafa Cy rpPaHUYHW YCA0BU Yy MUTakby, Y OHUM YBOPOBMMA KOjU Ce Hanase Ha
rpaHULUM JOMEHa, Moc/ie KopaKa nponaraumje noctojahe ogpeheHe uHPopmaumje vy
dYHKUMjM pacriogene Koju noTudy oA 3uaa, OAHOCHO Koje Hemajy ¢ou3nuyku Kapakrtep. C
063npom ga ce nponaraumjom nHdopmauuje NpeHoce ca jegHOr YBOpPa Ha HEMY cycegHe
YBOPOBE, jacHO je Aa 6u Te HPopmauymje 3a rpaHMYHe YBopoBe Tpebano aa gohy oa usBopa
YHyTap 31ga. Kako ce TM UBOPOBU He cMMyAMpajy, oBe MHopmaunje o pyHKUMju pacnogene
Koje HeZloCTajy Mopajy Ha HEKM Ha4vyMH 6MTK n3padyHaTe. Takohe mopa aa ce BoAU payvyHa o
TOMe [a Leo KOHLUENT O KOM je AMCKYTOBAHO Yy nornassby 2 6yae 3a40BO/bEH U Y YBOPHUM
Taykama. [JMcKycuja 0 ovyBamy jegHauYMHE KOHTUHYMUTETA MOXe ce Hahu y auTepatypum [45].

7 2 6

A

nyna

1
8 4 5
Cnuka 4.8 - Uudopmaumje o pyHKUMUjU pacnogene y rpaHU4YHOM YBOPY

Kao wTo ce moxe BMAETM Ha camum 4.8, y rpaHMYHOM 4YBOpPY Cy MNO3HaTe BpeaHOCTU
AUcKpeTusoBaHe yHKUMje pacnogene f;, 3a i = 0,1,2,3,6,7, nok cy 3a i = 4,5,8 BpeaHocTu
HenosHate. Anu, ynpaBO 3aTo Ce 3a rpPaHWYHEe 4YBOpPOBe JAePpUHUWY BPEAHOCTU
MaKpPOCKOMCKUX BE/INYMHA — Bp3nHE N NPUTUCKA.

Kaga cy y nutarwy npobnemn cumynaumje ctpyjarba daymaa, Hajuewhe ce 3aaaje BpegHocCT
6p3nHe n nputncka (1o je 13B. Dirichlet-oB rpaHWYHK yCNoB) UAK ce 3aAajy U3BOAM OBUX
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BEe/IMYMHA, OO4HOCHO ¢dnyKceBn oapeheHux BennuymHa (To je 13B. Neumann-oB rpaHW4YHU
ycnos). Tpeba HanomeHyTH Aa ce y LB meToan ymecTo NpUTUCKa NPaKTUYHO 3ajaje rycTmHa,
nowTo Cy OBe [fBe Be/MYMHE MNoBe3aHe jeAHayMHOM cTarba (2.76). Ha ocHoBy oBMX
MaKpPOCKOMCKMUX BpeaHoCcTM je moryhe wu3payyHaTM BPeaHOCTM KOMMOHEHTU ¢yHKuumje
pacnogene v TO TaKo Aa Ha Kpajy byay 3ag0BosbeHe jeaHaunHe (3.25) n (3.26).

MoCTOjuM HEKONIMKO TUMOBA FPAHUYHMX YCI0BA 3a 6p3MHE M NPUTUCKE KOoju ce mory Hahu y
NUTepaTypu — rPaHUYHK YCNOoB Koje je npeanoxuo Inamuro v apyru [43], Zou/He npuctyn
[46], perynapusoBaHa meToaa [47] u meToAa KOHA4YHMX pas3nuKka, 6asvpaHa Ha uaeju
Skordos-a [48]. CBM OBM FPaHUYHM YCNOBU CY TAaKO3BAHM ,,MOKPU“ rpaHUYHKN YCNOBU, jep ce
CMaTpa Aa ce YBOPOBM Ha Koje ce ogHoce Hanase y oaymay, tHomHuTesnmanHo 6amsy 3naa.
To je cynpoTHO oA bounce-back rpaHWUYHOT YyC/I0Ba, KOjU ce cmaTtpa ,,CyBUM” jep ce YUBOPOBM
Ha Koje ce OH o4HOCK Hanase y conuay (yHyTap 3uaga). MNocnegmua oBe UMkbeHULE je Aa je
HaKOH payyHarba HEMnO3HATUX KOMMNOHEHTM QyHKLUMje pacnofene HeomnxoAHO CNPOBECTU
KOpaK cyAapa Ha YBOPOBMMaA KOju ce cMaTpajy rpaHUYHUM, OOK TO Koa bounce-back-a Huje
noTtpebHo.

Y HacTtaBky he 6UTK onucaH perynapu3oBaHW rpaHUYHK ycnoB (eHr. regularized boundary
condition). CmaTtpa ce Aa je AMPEKTHO 3adaTta 6p3MHa Uan nputrcak (ryctmHa), Tako aa ce
pa3maTpa Dirichlet-oB rpaHu4HK ycoB. HapaBHO, KaKo ce 3aJaje camo jefiHa MaKpPOCKOMCKa
BE/IMYMHA, Hajnpe je HEeONxo4HO YTBPAUTM jeAHAYMHY KOjOM Cy OBe ABE BeUYMHEe
nosesaHe. lNocTtynak m3sohera Koju je oBae HaBegeH moxe ce Hahu u y nutepatypu
[27,46].

AKo ce ca n aeduHMILE BEKTOpP HOpMmane Ha 3ua, Tako Aa CMep BeKTopa byae Ka
CNOJballHOCTU AOMEHA, MOTy ce AebuHUCaTH n cnepehe Tpu BeNUYMHE:

Po = Z fi
i€ly (4.3)
roe je Iy = {ilv; -n = 0}
p- = Z fi
el (4.4)
roeje I_ = {ilv; - n < 0}
P+ = Z fi
€T, (4.5)

roe je I, = {ilv; - n > 0}
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Y cnyyajy Koju je NnpuKasaH Ha civum 4.8, oBe BennymHe 6u nobune BpegHocTH:

po=fo+tfith

pr=ftfetfr (4.6)
p-=fatfs+fs

YKyMHa rycTuHa ce paydyHa Kao:
p=potpstp- (4.7)

Ako ce ca u; aeduHULWeE NpojeKumnja BeEKTOpa Bp3nHe Ha BEKTOP Hopmasie n
u, =u-n (4.8)
Ha OCHOBY jeiHauuMHe (3.26) 1 npeTxoAHO HaBeAeHUX jegHa4dnHa (4.3)-(4.5), cnegu:

P+ — P-
U =——- (4.9)
p
KombuHaumjom HoBoaobujeHe jegHakocTM M jeaHauunHe (4.7) pobuja ce Besa usmehy
6p3nHE U FrYCTUHE:
2p4 +
u, =Py (4.10)
p
Kako cy BpegHoOCTM py U p, NO3HaTe 33 CBaKM YBOP MpEXKe, Ha OCHOBY 3aJaTe BPeAHOCTM
H6p3nHe Nako ce MOXKe M3payyHaTU ryctuHa u obpHyTo. Tpeba y3etn y 063up ga je osa
penaumja m3BeaeHa y3 NPeTnoCTaBKy A3 CY Yy NUTakby Npasu 3MA0BM. AKO TO HMje Cayuyaj,
noTpebHO je AoAaTHO pa3maTpakbe M HewWwTo Apyradnje nssohemwe [49]. Y npumeprma Koju
Cy 4€e0 OBOr paja 3ajajy ce 6p3nHe U NPUTUCLM CaMO Ha NPaBMM 3MA0BUMA, TAKO A3 MOXKe
6uTN KopuwheHa penauuja (4.10).

Mpuctyn Koju je kopuwheH y oBom paay je 6asMpaH Ha Tome Aa ce He oapehyjy camo
Heno3HaTe KOMNoHeHTe yHKUMje pacnogene, Beh ce ogpehyjy cBe KOMNOHEHTE, HAa OCHOBY
3a/1aTUX BPeAHOCTU MAKPOCKOMCKMX BeNYMHA. HajjeaHOCTaBHUjM HaumMH 61 6uo aa ce cee
KOMMOHEHTE 3aMeHe CBOjUM PaBHOTEXHUM BpeaHOCTMMA. MehyTum, nako 6u y Tom cnyyajy
6uno moryhe nspavyyHatvM BpeAHOCTN 6P3MHE U T'YCTMHE, TO HUje A0BOJ/bHO Aa bu pesynTtaTt
6uo 3agoBosbaBajyhu. [la 6u ce nobuna TpaxkeHa TayHOCT, HEONXOAHO je Aa ce fobuje u
Ta4yHa BPeAHOCT TeH30pa HanoHa. To NPaKTUYHO 3HaYM Aa BpefHOCT fobujeHa NpUMeHOM
jeaHaunHe (2.73) mopa Aa ce cnaxe ca xuapoamHamuykom BpeaHowhy (Koja je Beh
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feduHUCaHa jegHaunmHom (2.75), anu je oBae NOHOB/bEHA, paau nakwer npahemwa
NoCTynKa):

Paﬁ = ,060(,8 - Zlussaﬁ (4.11)

Kapa je y nutamby perynapusoBaHa metoaa, Kojy cy passunu Latt u Chopard [47], Hajnpe ce
oppehyje BpepHoct Tensopa PM), Ha ocHoBy Beh MNO3HAaTUX KOMMOHEHTU GYHKUMje
pacnogene. CmaTpa ce fga Heno3HaTe KOMMNOHEHTEe BaHPABHOTEXKHOI Aena ¢yHKuuje
pacnogene p[obujajy BpeaHOCTM KOMMOHEHTM dyHKUMje pacnogene 3a cCynpoTaH cmep
(cnnuHo Kao Kop, bounce-back rpaHnyHoOr ycioBa), npumeHom jegHadmHe (4.2). To ce moxke
onucaTtu Ha cnegehum HaumH:

=0 (4.12)

yKynHa BpeAHOCT HENO3HATUX KOMMNOHEHTU Tada rNacu:

0 0
fi = fi( )(P: u) + fopp @~ fo(p; O] (4-13)

Tpeba HaNoOMeHyTM Aa Ce OBa jefHauYMHa KOPUCTU CamMO NMPUBPEMEHO, 33 M3payyHaBaHe
TeHsopa P, a He y OKBMPY KOHauHOr o6aMKa rpaHuyHor ycnosa. Tensop P ce
n3padyHaBa NPMMeHOM jeaHauunHe (2.73), Koja je oBAe NOHOB/bEHa:

@ _ 2)
P = J dv 32 f (4.14)

AKO ce uma y BMay CMMeTpuja TeH30pa }[igg n PM y ako ce npUMeHn jegHauunHa (4.11),

jeAHauYnHa (2.69) ce MorXKe HaNMcaTU y HELWTO Apyraymjem ob6anKy:

PTW;  (2) Wi (2) p(1)
1) — _
FO = 7 Hiop Sap = 2C54}[iaﬁ P (4.15)

MprMeHOM OBe jegHauYMHE MOXKe Ce OApPeaAuTU BaHPaBHOTEXHU Aeo dyHKuMje pacnogene
Ha ocHoBy TeHsopa P(1. Osa npouenypa ce HasuBa perynapwvsaumja, jep ce anconyTHo (6e3
HYMEpUYKe rpeLlke) nowTyje jeaHadymHa (4.11).
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KoHauHO, BpeAgHOCT CBUX KOMMOHEHTU QYHKLMje pacrnofene ce cafa MOMKe oApeauTu Ha
cnegehu HaymH:

HanomeHa: y 0BOj jeaHaunHu cy ca h; obenexeHe HoBe BpeAHOCTU dyHKLMje pacnogene,
360r nojegHoOCTaB/bEHA O3HAKA.

w
c a

hi = £ (0. w) + 55 Higp Py’ (4.16)
N

HakoH OBaKO M3payyHaTUX KOMMOHEHTM yHKLMje pacnogenie, Ha rpaHWYHe 4YBOPOBE Ce
npuMetbyjy M KOpak MoAenupara Cyfapa W Kopak nponarauuje, Kao M Ha cBe ocTane
yBopoBe. JeaAnHO je 6MN0 NOTPebHO M3BPLIMTM KOpEeKLMjy 360r HEMO3HATUX KOMMNOHEHTU
Koje ,40NMa3e” og 4yBopoBa y 3nay. OunrnegHo je aa ce MMNAeMeHTaLMjoM OBOr FpaHUYHOr
yCN0Ba Ta4yHO PEKOHCTPYMLLIY He CaMoO BpPeAHOCTM Bp3uHe M rycTuHe (MpuTucka), Beh u
TEH30pa HanoHa.
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5 MoaeAparbe coAMA-OAYUA UHTEPAKLU]E

MocToje oapeheHn npobaemun Kog Kojux je HeonxoAHO Aa ce UCTOBPEMEHO pellaBajy ABa
nnn Buwe USUYKMX cucTema Koju mehycobHo uHTeparyjy. TakaB npuMmep noctoju u vy
obnactv mogenupatba cTpyjarba Gpaynaa, Kaga ce yHyTap AomeHa daymaa Hanase Yyectuue,
OAHOCHO conuam. Mpu Tome dayua genyje oapeheHMm cunama Ha CONMA U NPOY3POKyje
KpeTarbe uam aedpopmaumje, a BaxKM U 0OPHYTO — CONMA yTMYE Ha CTpyjare dayuaa. To
NPaKTMYHO 3HauM Aa conug u dayma popmupajy jeaaH cnperHyTv mexaHudkm cuctem. a 6u
ce CMMY/IMPAo jeAaH OBakKaB cuctem NoTpebHo je pasmaTpaTn oba AOMeEHa UCTOBPEMEHO,
OAHOCHO MOoAEeNNpPaTn conng-bayma HTepakumjy.

Kaga ce pelwaBajy 0BakBM MyATUAUCLMNANHAPHKU Npobaemn moryhe cy ABe anTepHaTuBe:
nucarbe HOBOT co/nBepa Koju he nctospemeHo pewaBatv oba gomeHa UAn Kopurosawe seh
noctojehux nporpama 3a aHanusy conmaa u ¢aynaa nojeamHadHo. MNporpamu 3a pelaBare
convaa v daynaa cy Beoma pasivunTti, 36or came npobaemaTtuKe Kojy peluaBajy, Tako Aa je
TELWKO YKNONUTU UX Aa page 3ajeHo.

MocToje ABa NpucTyna mogennpary conng-eayna nHtepakumje: cnabo u jako cnpesame. Y
cnyyajy cnabor cnpesara AOMeHM 3a conug u bayua ce pellaBajy nojeauMHayvyHo, a CBU
notpebHn napameTtpu aobujeHn 13 consepa 3a jeaaH AomeH ce npocnehyjy consepy 3a
Apyrn gomeH. MocebaH crnosbalwlkby Nporpam ynpas/ba pelaBakbem oba npobnema wm
obe3behyje npaBuAHY pasmeHy MHPopmaumja. Y cayyajy jakor crnpesara 0ba gomeHa ce
MOAENNPajy UCTOBPEMEHO, Kao Aa je y NuUTakby jelaH mMexaHUYKku cuctem. 3a ogpeheHe
npobneme, nakwe je kopuctutn cnabo cnpesarbe, 360r jeAHOCTaBHUjEe MMMNNEMEHTaLMje.
MehyTnm, nocToje n HeKM HepZocTaLM, Npe cBera Npobaem BpemeHcKe nHTerpaumje. MowTto
cy du3MUKe KapaKTepuctuke conmga v dayvaa pasnvuute, Huje ysek moryhe Kopuctutm
MCTU BPEMEHCKM KOpaK 3a HyYMepuuKo peluaBarbe. Ca apyre cTpaHe, jako cnpesake je
NPUMEH/bMBUjEe KaZa je noTpebHO NpeunsHO MOLENMPATU KpeTarbe CoAMaa YHyTap
bnynaHor gomeHa. Aan 1 0Baj NPUCTYN MMa CBoje HepocTaTke. ConBep Koju UCTOBPEMEHO
pewaBa ob6a AOMEHAa je 3HATHO KOMMJEKCHUjU M pagu Ccrnopuje, LWITO je OYEeKMBAHO C
063npom aa ce nosehaBa 6poj jeagHaunHa y CUCTEMY jeAHAUYMHa.

Y oBom paay cy KopuwheHa oba npuctyna. Y ogpeheHum npumepuma je KopuwheHa
umnnemeHTaumnja LB metoae ca cnabum cnpesarbem, a y Apyrom Aeny nornas/ba ca
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npumepuma KopuwheHo je jako cnpesare, y3 npumeHy Immersed boundary metoge. Y
oBOM nornassby he ctora 6UTK gaTte Teopujcke ocHoBe oba npucTyna.

5.1 Cnabo cnpeszame

Cnabo cnpesatrbe ce cacToju y Tome @ Cé HaM3MEHUYHO peLlaBajy AOMEH COMnaa U AOMEH
bnymnpa. FnaBHa NpeaHOCT OBE METOZeE je WTo ce mory Kopuctutn Beh noctojehun consepm
3a conung u ayua, ca BpJIoO Masno M3MeHa. 3a AOMeH connaa ce Kopuctn CSD consep (eHr.
computational solid dynamics — CSD), a 3a pomeH dnymaa apyru, CFD consep (eHr.
computational fluid dynamics — CFD). CBa u3padyHaBarba noTpebHa 3a oba AomeHa cy
mehycobHo He3aBucHa, ann uamehy oBa ABa nporpama mMopa Aa NoCToju KOMYHMKauwmja,
MowTo je HeonxogHo Aa ce omoryhu pasmeHa noTpebHux uHpopmauumja y CBaKom
BpeMeHCKOM KopaKy. OBakaB MpUCTyn ce MOXe MMNAEMEHTMPATM U aKo ce CTpyjare
bnynga cumynmpa LB metoaom, anm n gpyrmum mMetToAama, Kao LWTO je Ha NpUumMep mMeToaa
KOHaYHMX eNeMeHaTa, WTo je onucaHo y autepatypwu [50].

npeHoLleHe J ontepehera
ontepehera “| (cune n momeHTH)
Y
CSD
coneep
CED KOMYHUKaLNOHU
consep NHTEepdejc
A
reomeTpuja npeHoLee
(nosuumja conupa) |« NPpoMeHe |«
1 6p3nHe conuaa reomeTpuje

Cnuka 5.1 - PasmeHa MH¢opmaumja npu pewasawy npobaema conma-bayma MHTepakuymje
npMMeHoM cnabor cnpesara

CywTuHa npuctyna je npukasaHa 610K gujarpamom Ha camum 5.1. CFD consepy ce
npocnehyjy rpaHu4HM ycnoBu 3a Tekyhy reomeTpujy AOAMPHUX MNOBPLUIMHA COAMAA M
dnynaa. Kako ce y oBom pagy pasmaTpajy yecTuue Koje ce Hanase y ¢aymagy, oHAa cy y
nuTarby nosuuuje yectmua. Ca apyre ctpaHe, CSD consepy ce npocnehyjy ontepehera (y
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0BOM C/y4yajy cune) Kojuma ¢ayun penyje Ha pgopupHe nospuwwuHe. Ha Taj HauuH ce
ocTBapyje MHTepaKumja usmehy osa ABa consepa.

Mpuctyn mopenupamy conuma-bayua uvHtTepakuuje cnabum cnpesarbem y LB metoam ce
cactoju y Tome ga ce yHyTap gomeHa dnyuaa oapeheHn yBopoBu obenexke Kao conup,
4YBOPOBM M pJa ce cmaTpajy O¢uKcupaHum. Y OKBMpPY OBOr paga cnabo cnpesame je
MMNNEMEHTUPAHO TaKo LWTO je Conug 4YBOpoBMMA gogdesbeHa bounce-back anHamuKa,
OOHOCHO CMAaTpPaHO je Aa ce Ha TOM MEeCTy Hanasu rpaHuua noa-gomeHa. Ha camum 5.2 je
WMNYCTPOBAH OBaKaB NpPUCTyn. YHyTap gomeHa &aynaa je O3HayeH noa-AOMEH, Koju
cMmyaupa conua,

Cnuka 5.2 - Chabo cnpesame conmpa u paymapa - LB metoga

Yectnua (Koja npeactas/ba conua) je puKcupaHa yHytap daymaa, na ce Hajnpe pelsasa
nosee GAynaa, AOK ce He AOCTUTHE CTauMOHapHO cTakbe. Ha Kpajy oBor nocTynka moryhe je
oapeanTn cune Kojuma eayua aenyje Ha conna. Kaga je y nutamby LB meTtoaa, notpebHo je
NPUMEHUTN 3aKOH OApPXKatba KOJIMUMHE KpeTara Aa bu ce oapeanna TparkeHa cuaa. Hanme,
33 CBaKM YBOpP CONMAA NO3HAT je BeKTop H6p3nHe Koju 6u ce gobmo nponaraumnjom GyHKUUje
pacnogene. BekTop 6p3nHe ce moXe oapeauTy npumeHom jeaHaumHe (3.41). 3akoH
O pKatba KONMYMHE KpeTakba racu:

dK

o= F (5.1)

BeKTop KOAMYMHE KpeTakba 33 YBOP 1L Yy UTEpaunju i n y utepaumjm i + 1 ce moxke 3anmcaTtu
Ha cneagehu HauuH:

‘K, =m 'u, (5.2)

i+1Kn — mi-l—lun (5.3)
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Mputom Tpeba HanomeHyT Aa c 063MpPoM Aa ce paaum O YBOPY KOju ce TpeTupa Kao bounce-
back rpaHWYHK YBOP, Y CKNAAY ca jeaHauyMHOM (4.1) mopa Aa BaXKu:

Hlu, = - 'u, (5.4)

Capaa ce jeaHauymHa (5.1) moxke TpaHcpopmmcaTu:

ml+1un -m lun

At

=F, (5.5)

AKo ce y3me y 063up Aa je npeTnocTaBka y LB meToau Aa je maca 4Yectmua jegMHMYHa
(m =1)wn paje At = 1, pobuja ce:

F, =2 'u, (5.6)

YKynHa BpeaHOCT cune Kojom ¢ayma (nocne goctusarba CTaLMOHAPHOr CTakba) Aenyje Ha
conng, N3HoCK:

Fp= ZZun (5.7)

AKo je conup yHyTap ¢aymaa Kpy)KHa WMAW ennnTUYHa 4YecTuua, Kao WTO je cayyaj ca
npUMepuMa Koju cy Nnpe3eHTOBaHM y HAaCTaBKy OBOT paZa, Ha OCHOBY cu/a Koje cy oapeheHe
33 CBaKM YBOpP MNOjeAMHAYHO, MOXKE Ce 0APeANTM U MOMEHT Kojum dayua genyje Ha conma;:

Mp :ZrnXFn (5.8)

n

MowTo cy oapeheHn BEKTOp CUe M MOMEHTA CuJie 3a COAnA, NoCTaB/bajy Ce jeAHauYMHe

KpeTakoa:
dvc
—_“—F 5.9
dw
Ip—=M 5.10
0dt k (5.10)

roe cy ca m un [ 03HaYeHM maca U1 MOMEHT MHepLMje YecTuLe, pecnekTUBHO, AOK je ca V¢
03HayeHa 6p3MHa LEeHTPa, a Ca w O3HaYeHa yraoHa 6p3uHa.
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NHTerpaumjom jeaHaumnHa (5.9) mn (5.10) pobujajy ce KoopamHaTe LEHTpPa YecTuue U yrao
opujeHTaumje. Ha ocHoBY 0BMX NoAaTtaka a*Kypupa ce nosuuuja connga y AomeHy eaynaa v
NOCTynaK ce NOHaB/ba, AOK Ce He AOCTUIHE KOHAYHO pellerbe — UAM KOHBepreHumnja nosba
6p3nHa Man AoK conup He gohe Ao Kpaja gomeHa ¢aymaa, WTO 3aBUCK of nNpumepa Ao
npumepa. Ha camum 5.3 je WwemaTcku npuKasaH onmMcaHu nocTynak.

aa
npoBepa KOHBEpPreHuuje

He

peluaBare foMeHa dryvaa
[10 0OCTU3ak-a CTaLMOHApHOr CTaka

cvmynaumja cynapa

nponarauuja

peluaBame jeqHaqvHa 3a conug

axypvparse nosuuyje conuaa

Cnuka 5.3 - Anroputam cnabor cnpesamna (LB meToga)
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5.2 Jako cnpe3zamwe

OcHoBHa nAeja jakor cnpesama je Aa ce KoMMnaeTaH CUCTEM jegHAYMHA 3aje4HO pelwasa y
CBAaKOM BpPEeMEHCKOM KopaKy. Ha Taj HauuH ce obe3behyje ga ce cBe BennuymHe (Kako 3a
conng, Tako M 3a Gayma) merajy MCTOBpemeHo. YonwTeHo, ga 6u ce npumeHOM OBOrF
npUcTyna peLasann CNperHytn npobaemu, NnoTpebHo je Kpenparbe cneunduyHor consepa.
MehyTum, y cnydajy cumynauyuje ctpyjatba ¢nymaa npumeHom LB meTtoge, noctoju jegHa
MeToZa Koja Jaje Aocta Aobpe pesyntate Kada je y nuTakby cumynaumja conug-bayma
MHTEepaKLMje, KOHKPETHO Npobaem KpeTarwa YecTnua Kpos ¢ayma, WTo je u TemMa 0BOT paja
[12]. To je Immersed boundary metoaa (IBM), Kojy je npBO OCMMUCAMO U npeacTaBno Peskin
[11]. OBaj meToa, KOpUCTM GUKCUpaHy [leKapToBY (KapTesnjaHCKy — eHr. cartesian) mpexy
nomohy Koje ce npepctas/ba gomeH dnymaa. Mpexa dnymaa ce cactoju og Euler-osux
TayaKa. OBakaB onuc oarosapa LB penpeseHTauuju gomeHa ¢pnaympaa, na je jacHo ga ce
OBaKaB NPMCTYN MOXe NaKo NPUMEHUTU Kaaa ce cTpyjarbe daynga cumynmpa LB metogom.
LWTo ce Tmye connga, IBM npepcrassba conmg, Kao n3asojeH geo dbaymaa, ca rpaHULOM Koja
ce npepacras/ba CKynom Lagrange-oBux Tavaka. OcHOBHa uaeja je ga ce pusmnyka rpaHumua
namehy ABa AoMeHa TpeTupa Kao aedbopmabuiHa rpaHuua, Bennke Kpytoctu [14]. daynpg,
Aenyje Ha conma, O4HOCHO Ha rPaHWYHY NOBPLUMHY NPEKO CU/e, Koja TeXn ga aedopmuie
rpaHuuy. MehyTnm, y camoj rpaHn4HOj 061acTu ce jaB/ba CUMNA KOja TEXKM A3 33PN CONUA
y nctom obnuky. Ose aBe cune mopajy Aa byay y paBHOTeXW. MPaKTUYHO, CMIA KOjoOM
dnyna aenyje Ha conna NPUMEHOM 3aKOHA aKUMje U peakuuje aenyje n Ha dayuna, Koju ce
Hanasu y OKOJIMHW rpaHuLLe, a MPeHoCH ce NnpumeHoM nocebHe aMCKpeTHe aenTta GyHKumje.
Ueo conunp-pnyna pomeH ce pewaBa npumeHom Hasuje-CTOKCOBMX jeAHauuMHa, ca
Cno/balkbomM cuioM. [OCTOjU HEKONMKO HayMHa ga ce ogpean oBa cuna mehycobHor
AejctBa convaa n dnynaa. Hekn of wux Cy AMPEKTHO 3agaBarbe cune (eHr. direct forcing
term) [51,52], nobosbliaHo 3agaBakbe cune [53], neHantn dopmynauumja (eHr. penalty
formulation) [12], meToa pasmeHe KONMYMUHE KpeTaka (eHr. momentum exchange method)
[13]. BehnHa oBUX HaumMHa UMma jegaH npobaem, a TO je WTO ce NoApa3ymeBa Aa Cce 0Ba CUa
WHTepaKkumje oapehyje yHanpea. Ha Taj HauMH nocToju pu3MK Aa He byae anconyTHo
3340BOJ/bEH YC/I0B A2 HEMA MPOK/AN3aBakba, @ Y HEKMM C/ly4ajeBUMa MOXKe ce AeCUTU U A3
HUWje 3340BO/bEHA jeaHauYNHA KOHTUHYMUTET], WUTO AOBOAM A0 rpelke y cumynaumjm [54]. da
61 ce nsbernm osakem npobaemun, passBujeH je HOBU HauyMH ogpehnBarba cune MHTepPaKUuje
connpa n daynaa, Koju cy npeanoxunm Shu n apyrm [55]. Osaj npuctyn je KopuwheH u vy
OBOM pafy NPUIMKOM MMNNEeMeHTalmje jakor cnpes3arba u oH he 6UTK AeTa/bHO ONUCaH Y
HaCTaBKy.
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3a cumynaumjy cTpyjarba dpaynaa Kopuctn ce 4obpo nosHaTU cuctem jegHaumHa — Hasuje-
CTOKCOBa jegHa4YMHa U jeAHAaYMHA KOHTUHYMTeTA (jegHaumHe (2.77) n (2.78)). Kao wTo je Beh
HanomeHyTo, edeKkaT coamnaa Koju je yporeH y baymg ce cuMmynaupa npeko rpaHu4vHe
NoBpLWKWHE, OAHOCHO MPEKO CMoJballkbe 3anNpeMMHCKe cune Koja aenyje Ha ¢aymg vy
OKOJIMHU rPaHMYHe nosplimHe. Ta cuna ce Moxe M3pasuTun Ha cnegehn HaumH:

glxt) = fr F(s,8(x — Xp(s, 0))ds (5.11)

rae cy ca Xp(s,t) o3HayeHe KoopauHaTe Lagrange-oBux Tayaka Koje ce Hanase Ha
rpaHnuyHoj nospwmHK, F(s,t) je cuna y rpaHMYHMM Tadkama, Kojom bayua genyje Ha conua,
[IOK je 6(x — Xz (s, t)) Dirac-oBa genta pyHKuUMj]a.

[paHWMYHA MOBPLIMHA COAMAA YPOHEeHOr y dayma ce npeactas/ba CKynom Lagrange-eBux
Tauaka, ca KoopguHatama Xs(s,t) (I =1,2,..,m), rae je m 6poj Tauyaka Ha rPaHWUYHOj
noBpwunHM. CBe Be/SIMYMHE Koje cy noTpebHe 3a cumynaumjy MHTepakumje nsmehy connga u
dnynga ce payyHajy MHTEpPRNoOAauMjom MNPeKo Tayaka Ha rPaHW4YHOj noBplwMHKU. MowTo
noctoju MmoryhHOCT pasnunuuMTe AMCKpeTu3aumje gomeHa ¢ayuaga v conmpga, npobnem
MHTepnonauuje ca pasaMYUTOM [OUCKPETM3auMjoM Ce pellaBa TaKo LWTO ce 3a jegHy
rPaHUYHY TauyKy Koja npunaga conuay pasmaTpa ytuuaj seher 6poja Tayaka ns puKcupaHe
mpexe gomeHa ¢aynaa, Kao WTO je NpMKasaHo Ha camum 5.4.

3”

LR K

Cnuka 5.4 - Melyco6HM yTMuaj Ta4aKa gomeHa ¢aymaa u conmpa

TujaHa Bykuh



Macrep pag 5 Mogenupame conna-bayna nHTepakumje

Bp3uHa y Lagrange-oBMm TayKkama ce MHTePNno/inpa Ha OCHOBY OKONHWX Euler-oBux Tayaka
Koje ce Hanase y daymay (MnyctpoBaHO Ha cavum 5.4), WITO ce MOXKe NpeacTtaBuUTh
cnegehom jeaHauYMHOM:

aXB(S, t)

Fr u(Xg(s,t),t) = f ux,t) 6(x — Xp(s, t))dx (5.12)

Q

OcHOBHa jeaHauMHa LB meToge (jeaHaumHa (3.44)), Koja ce KOpuUCTM 3a cuMynauuje
cTpyjarba dnynaa octaje HenpomereHa, 6e3 063unpa WTo ce cafa He CUMyIMPa CaMo SOMEH
dnynaa, seh n conng yporeH y dnyna;:

flx+v,t+1)—f(xt) =— % (Fao-£Opw)+ (1 - z%) F, (5.13)

Y 0BOj jegHaunHu Tpeba 06paTUTK NaxKky Aa u3pas 3a cuny F; He cme Aa ce 3aHemapy, jep
ce ynpaso nomohy Tor uspasa ysuma y o63up agejctso connaa Ha dayma. a 6u ce ncnpasHo
MMNAEMEHTUPANO AEejCcTBO crosballkbe cune y LB meTtogu, mopa ce BoauTM padvyHa Aa
OCTaHy 3a/l0BO/bEHE CBe jeAHayYnHe (4a M Aa/be BaXkM CUCTEM jeAHAYMHA M3BEAEeH Y
Mornassby 2). eTa/bHy aHanM3y NOCTYMKa YK/by4yMBakba Cnosballkbe cune cnposenn cy Guo
n apyrn [56] M Ha OCHOBY HMXOBUX 3aK/bydaKa je MMMNIEMEHTMPAHA CUla U Y OBOM paay.
M3pas 3a cuny uma cnegehum o6aumk (To je 3anpaso jegHaumHa (3.20) u3 lMNornassba 3, Koja je
oBAe NOHOB/bEHa pagm nakuwer npahera n3sohema):

F o= vi—u (v -wv; 1
i = wip Csz - C;l' ' g(x: t) (5 4)

Takohe je BaXHO HarfacuTM Aa ce AejCTBO CNo/ballkbe CUIEe MOpa Y3eTu y 063up U
NPUINKOM padvyHartba PU3MUYKOr nosba 6p3nHe cTpyjatba, Tako Aa ce ¢usnyka 6p3nHa
n3payvyHaBa NPUMEHOM jeiHauMHe:

-9
pu = Zvlfi +5 (5.15)

i

Y okBupy IBM meTone y CBaKOM BPEMEHCKOM KOpaKy ce ycknahyje 6p3vHa dnymaa wm
6p3nHa conmaa, Tako ga byae 3a40BO/bEH YCNOB jeAHAKOCTU 6p3nHaA daymaa n connpa Ha
rPaHWYHOj noBplwnHK. MpuUctyn Koju je kopuwheH y oBom pagy obesbehyje jeaHakocT
6p3nHa yBoherem KopeKunje bp3nHe dnynaa y rpaHMYHMM Tadkama [55].
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AKo ce ca u”* 03Hauu npuspemeHa bp3unHa daymaa:

1 _
u' = ;Z Vi f; (5.16)

1

M aKo ce Kopekuwja bp3nHe Gaynaa o3Haum ca du:
1) ! (x,t) (5.17)
u=—g(, .
2p 9

Taja jegHauunHa (5.15) nocraje:

u=u"+6u (5.18)

Kopekuuja 6p3nHe dnynaa je HenosHata BeAMUKNHA, Koja ce ogpehyje Ha OCHOBY KopeKuuja
6p3nHe coNnaa y rpaHUYHMM TauKama:

su(x,t) = f Sup(Xp, )6(x — Xp(s,))ds (5.19)
r

Y 08B0j jegHaunHun ca dup(Xp,t) je o3HaueHa KopeKuuja Bp3MHe conmaa y rpaHUYHUM
Taukama.

Dirac-oBa genta ¢pyHKUMja je anpoOKCMMMpPaAHa Ha cnegehun HaumH:

BpeaHoct §(r) je pepuHuncana y autepatypm [11]:

1 1 (T <2
5(r) =1an +C°S‘"(7) Il = (5.21)
0, |r| > 2

roe je ca h o3HayeHo pacTojarbe nsmehy 2 Tauke GUKCHe mpexe (y oBom paay, nowTo je y
nutamy LB metona, h = 1).

AKo ce pa3maTtpa ABOAMMEH3NOHANHM Npobnem, kopuctehu jeaHaumnHy (5.20), Kopekuuja
6p3unHa dpaynaa (jegHaumHa 5.19) ce moxKe 3anucaTtu:

Su(x;,t) = Z Suj (X5, ¢)Dy; (x;; — X5 )As, (5.22)
l

rae je ca As; 03HayYeHa AyKMHA NlyKa rPaHUYHOr AOMeHa (pacTojatbe M3mehy aBe rpaHUYHe
Tauke).
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Ja 6u 6uo 33ag0BO/bLEH YCNOB Aa HA rpaHuum umsmehy conmga u daymaa Hema
NpoKnM3aBara, 6p3vHa y AomeHy éaympa y rpaHUYHMM TayKama mopa O6uTU jegHaka
6pP3MHKM cONMAaA Y TOj UCTOj FPAHUYHO]j TaUYKN.

up (X5, t) = Z u(axy, t)Dy; (% — Xi) AxAy (5.23)
0

Kopuctehun jegHaumHe (5.18) u (5.22), jeaHaunHa (5.23) ce moxke TpaHchopmucaTh Ha
cnepehm HaymH:

& (5.23)
+ ) sub(Xh, 0)Dy (x; — Xp)AsiDy (x; — X)axay
ij 1

Ako ce yBeay cmeHe (pagm nojeAHOCTaB/bMBakba M3Pa3a):

8% = Dy (x; — Xp)As (5.24)

y

Taga ce jeaHaymHa (5.23) moke 3anmncaTn y MmaTpuyHoj dopmu:
A-X=B (5.26)

roe cy matpuue aeduHncaHe Ha cneaehm HauuH:

X = {6up, 6ui, ..., suy}’ (5.27)
Si1 61z v S [0 S - i
a=|0n 0z Om rfl 6 - 55’”} (5.28)
Sm1 Omz - Oum 511131 511132 5rl?m
up 611 612 0 bS] /W
e R (5.29)
ugl 5m1 5m2 Smn u;kl
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y 0OBMM M3pasmMma m npencrass/ba b6poj Lagrange-oBux Tavaka, a n npeacrasba bpoj Euler-
OBWX TayaKa Koju ce Hanase [0BO/bHO 6/aM3y Lagrange-oBMX Tayaka TaKo Aa ce Mory
KOPUCTUTK Yy MHTepnonaumju npumeHom Dirac-ose genta GyHKuUMje.

PewaBarbem cuctema jegHaumHa (5.26) pobujajy ce HenosHate KopeKunje 6p3nHa 3a conung
Yy TPAHUYHMM TayKama 5uf9. Kapa cy oBe BpefHOCTM MO3HaTe, IaKO Ce MOry oAapeauTu
KopeKkumje 6p3nHa 3a dayng, npumeHom jeaHaumHe (5.22), a notom u 6p3nHe daymaa,
npumeHom jegHauumHe (5.18).

Momohy npupawTaja (Kopekuunja) 6p3nHa, Mory ce BpAO jeAHOCTAaBHO oapeauTn cune
Kojuma ényma aenyje Ha conma u obpHyTo. JegHaunHa (5.17) paje sesy usmehy cune um
npupalwTaja 6p3nHe, Na NowWTo Cy 6p3nHe caZa NO3HATe, MOXKe ce OAPeaAUTU CMosballhba
cuna:

g(xijf t) = 2P5u(xij) (5.30)

OBaKo M3paydyHaTa crosballkba cM/a (3a CBaKy Tauyky GUKCMpaHe mpexe 3a gomeH daymnaa)
ce yKk/bydyje y jeaHaumuy (5.14), a notom u y jeaHaumHy (5.13) M Ha Taj HauuH ce y
cMMynaumju ctpyjarba paymnaa yamma y o63ump ytmuaj connaa.

Cuna Kojom bnyua aenyje Ha conuna y jedHoj rpaHMYHOj Ta4yKM MOXKE Ce M3PayvyyHaTU Ha
cnegehn HaunH:

F(X%) = 2pSuj (5.31)

YKynHa cuna gejctea Gpaymaa ce u3paykasa NpeKo cuae 1 MOMeHTa cue:

Fp=- Z F(X})As, (5.32)
l

M, =— Z(xg — Xz) x F(X%)As (5.33)
l
roe je ca Xp o3HayeH LeHTap mace NocmMaTpaHor conmnaa. 3Hak MUHyC y obe jegHauunHe je
nocneauua tpeher lbyTHOBOr 3aKOHa (3aKOHa aKuuje n peakuuije).

YKONIMKO je noTpebHO pasmaTpaTtv M yTuuaj rpaBUTALMOHE cuae Ha conuAa, Taga ce Ha
YKYMHY CUNYy AoAaje jow jeaaH YnaH:

Fy= ( - ﬁ—f) mG — ) F(X})as (5.34)

p 1

Y oBOM M3pa3y ca m je 03Ha4YeHa maca conuaa, ca G je obenexeHo ybpsarwe 3emM/buHe
TeXe, 0K Pr U P, NPEACTaB/bAjy ryCTUHY Gynaa u HecTuue, pecneKkTBHO.
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Kaga cy op,pebeHM Chnna U MOMEHT cuae 3a conuna, CAMYHO Kao U KoL, cnabor cnpesarba,
Mory ce noCtaBuUTH je,ﬂ,Ha‘—IMHe KpeTaka 3a conna:

de

e _ p 5.35
m dt R ( )

dw (5.36)
IOE = Mp

NHTerpaumjom oBux jegHaumHa gobuja ce nosvuumja U opujeHTaumja conmga. Ha ocHosy
OBMX NogaTaKa a*Kypupa ce nosuumja connga y gomeHy éaymaa n noctynak ce NoHaB/ba,
3agatm 6poj utepaunja. Ha camum 5.5 je wemaTtckm npukasaH NocTynak jakor crnpesarba y
conng-bnyna nHTepakuujm npumeHom Immersed boundary metoge.

netrba no utepaumnjama

peluaBane JoMeHa dnynaa
(cumynauuja cynapa v nponarauuja)
npuMeHoMm jegHadmHe (5.13)

oppefhuBame Makpockoncke 6p3vHe
npumeHoMm jegHauuHe (5.16)

pelwaBatke cuctema jegHaumnHa (5.26)

KopuroBawe 6paunHe y JoMeHy cnynaa
npuMeHoMm jeaHadmHe (5.18)

oapehuBatbe cune kojom conua aenyje Ha dpnyma
(jeaHaumna (5.30))

ofpehuBarse cune u MoMeHTa cune
Kojom chriyna aenyje Ha conug
(jeaHaumHe (5.32) n (5-33))

I

peluaBame jefHa4ynHa KpeTara 3a conug

I

axypupame nosuuuje convaa
1 6p3nHe rpaHNYHMX Tavaka

Y

Cnmka 5.5 - Aarroputam jakor cnpesamwa (LB v Immersed boundary metopa)
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6 Cumynaaumje KpeTarba yecTula -
[Mprumepu

Kao peo uctparkmpaukor paga Koju je npeTxogmo OBOM AMMNAOMCKOM pagy, pas3BUjeH je
codpTBEP KOjU NpeacTaB/ba HYMEPUUKY MMMNAeMeHTauujy LB meToge, umja cy Teopujcke
OCHOBe faTe y NPeTXo4HMM Mnornas/bMma. Y oBom nornassby he 6UTM npmkasaHu npumepm
nomohy Kojux je TectupaH oBaj codtBep. Pesyntatm Koju cy gobujeHu cy nopeheHu ca
aHANUTUYKUM pellerbnMa, UK ca pellernuma Koja cy A4obujeHa npumeHama Apyrux metoaa
y ntepaTypu.

CBu npumepn ce oaHoCe Ha ABOAMMEH3MOHanHe (paBaHCKe) npobneme, Tako Aa je 3a
npopayyH KopuwheHa mpexa ca o3Hakom D2Q9, Koja je onucvMBaHa Yy YBOAHOM Aeny
Mornassba 4. 3a cBaku npumep je NoTpebHo AePUHMCATU HEKONMKO KapPaKTEPUCTUYHUX
Be/IMYMHa. Hajnpe, notpebHo je geduHucatm pesonyumjy N, Koja npeacras/ba 6poj Tayaka
AYXK jeaHor npasBua (Hajuewhe je To npasay y oce). [lomeH ce peduHulie Npeko
KapaKTepPUCTUYHUX AyXMHA L, K ly, AOK ce ,CTBapHe” AyWHe, o3HayeHe ca L, u L,

n3parkasajy Ha cneaehu HaumH:
L,=1,-N (6.1)
L,=1,-N (6.2)

Ha camum 6.1 je npuKasaH jeaaH AOMEH M O3HaA4YeHe Cy KOOpAMHATHE Oce U MOMEHyTe
LYKUHe.

A

y

Cavka 6.1 - BOAMMEH3UOHA/IHU AOMEH
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Macrep pag 6 Cumynaumje KpeTamra yectuua - Npumepn

Y LB metoam ce npumemyje jegaH nocebaH nNpuHUMN padvyHarba, Tako ga ce cBe
MaKPOCKOMNCKe BENIMYMHE KOoje Cy 3HayajHe 3a cumynaumjy cTpyjarba édnymaa gedbuHuwy y
T3B. CUCTEMY jeAMHULA MpeKe (eHr. system of lattice units). Tako ga je Hajnpe noTpebHo
0obUTM BpPeaHOCTU OBMX Be/NYMHA Yy 0Oe3aMMeH3MOHOM O0064MKY, a HaKoH Tora
TpaHchopmMmmncaTn 6e3gMMeH3N0HEe BEIMYMHE Y peasiHe BPeAHOCTM 3a KOHKPEeTaH npumep.

MocToje TPM MaKPOCKOMCKe BennyMHe NoMohy KOjuX ce CBe OCTase BeNUYMHE M3paXKkaBajy.
k
To cy Bpeme t [s], ay»kuHa | [m] v ryctuHa p [m—%] CBaKa Apyra MakpOCKOMNCKa BEIMYMHA X

(Ha npumep, 6pP3nHa UM NPUTUCAK) Ce U3ParKaBajy Y PYHKLMjM OBE TPU BEIMYMHE.

x =F(t,1, p) (6.3)

[a 61 ce n3BpLIKIA KOHBEP3MjA U3 CUCTEMA jeAMHULA Mpexe Yy 6e3aMMeH3N0oHe BeNNYMHE,
noTpebHo je oapeanTn GpakTop cKkanmpama. Takohe, BpeaAHOCTU MaKPOCKOMNCKUX BE/IMYMHA Y
6e3anmeHsnoHoMm 06aMKy ce nomohy apyror ¢akTopa CKanupakba TpaHchopmuwy vy
bM3nUKe MaKPOCKOMNCKE BENMYMHE.

Xp =Xq B, =x - Fp - F, (6.4)

rae cy ca Xx,, Xg W Xy, O3Ha4yeHe BPeAHOCTM GU3MYKe BEMYMHE Y CTaHAAPAHOM CUCTEMY
jeavHua, y 6e3gMmeH3MoHOM 0BIMKY M Y CUCTEMY jeANHULA MPEXKe, PECNEKTUBHO, AOK CY
ca Fp v E, o3Ha4YeHun GpakTopu cKanmpatba.

Y cknony gedvHucarba KapaKTEPUCTUYHUX BENYMHA, AedUHULLE Ce M KapaKTepucTU4yHa
6p3vHa (y jeaHUuama mpexke — eHr. LB units), o3HayeHa ca uy,. Ogrosapajyhum nsbopom
oBe BpeaHocTM obe3behyje ce ga byne 3a40BO/bEH YC/IOB Aa CTpyjatbe mMopa 6uUtU vy
obnactu manor Mach-oBor 6poja, ogHocHo ¢ayua ce 3agpxaBa y obnactm mane
CTULW/bMBOCTU. TO MPAKTUYHO 3HAYUN Aa BPEAHOCT Uy, MOPA Aa 3340B0/bWU HEjeAHAKOCT:
1
Ujp < C_ (65)

N

KnHematcka BUCKO3HOCT dnyumaa n PejHonacos 6poj cy noBesaHu penauunjom:

UL
Re = — (66)
v

Hajuewhe ce y cumynauujama 3agaje PejHonacos 6poj, na ce NnpumeHom jesiHauvmHe (6.6)
oapehyje BMCKO3HOCT paynaa y cuctemy jeamHuua mpexke, ga 6u ce notom ozpeamno
Bpeme penakcauuje Ha OCHOBY jegHauyuHe (3.39).
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6.1 lMpasonuHUjcKO cMAyUOHApPHO cmpyjarbe ¢ayuda
usmehy 0ea napanenHa 3uda

JepaH o4 HajjegHOCTaBHUjUX NpMMepa NPaBOJIMHU|CKOT CTPYjakba BUCKO3HOT (HECTULW/bUBOT)
bnynaa je ctaumMoHapHo cTpyjatbe namehy aBa napanenHa 3mga. OBaj npumep ce KOpPUCTU
33 NpBY NPOBEpPY TAYHOCTM PA3IMYMTUX CONIBEPA 33 CMMYNAUMjy cTpyjarba daymaa. Ha cavum
6.2 npuKasaHa je reomeTpuja 3a oBaj npobnaem. CmaTpa ce Aa cy 3MA0BM BeCcKoHauyHe
AYXWHe y npasuy oce Xx. MpeTnocTas/ba ce Aa cy 6p3nHe y npasuy oce y jeaHake Hyan. Kao
rPaHUYHM YCNOB Ce 3aJaje Aa je 6p3vHa Ha rpaHuuM ca 3MAoM jeaHaka Hyau (y oBom
cnyyajy, 6p3nHa ce 3afdaje NPUMEHOM pPerynapusoBaHOr rPaHWYHOr ycnosa). MoyeTHwu
ycnosu ce mory 6uth 3a4aTv Ha ABA HauyMHA: Pa3/IMKA NPUTUCAKA HA YAasy U U3Nasy uam
npodun 6p3nHe Ha ynasy u ycioB UcTULara daynaa Ha usnasy.

y

[wiuw‘

3L

Cnuka 6.2 - NMpumep 1 - Liema reomeTpuje cTpyjara

Kaga ce 3apaje nag npuTUCKa, Kopuctu ce cneaeha jeaHaunHa KOjomM ce M3parkaBa NPOMeHa
NPUTUCKa AYX X oce y 6e3aMMeH3MOHOM 0BANKY:

op 8

- _ 6.7
dx Re 6.7)

Kapa ce 3agaje npodun 6p3vHe (T3B. NnapabonnyHn npodun 6psuHe, eHr. Poiseuille flow),
Kopuctu ce cnepeha jegHaunHa Kojom ce uspaxkasa bp3nHa ayx y oce y 6e3gMmeH3noHOM
0b6nuKy:

u, (y) =4U(y —y%) (6.8)
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Y 0BOM cny4yajy, MOYETHWM YCNOBM Cy 33a4aTu Npeko npoduna 6p3uvHe Ha ynasy. Takohe,
moryhe je yK/by4nTn 1 NepuoamYHM rpaHNYHKU YCI0B MO X OCHK.

3a 0BaKBO CTpyjatbe Ce MOXE O4pPeauTU TayHO aHAAUTUYKO pellere Hasuje-CTOKCOBMX
jeaHaumHa. Pacnogena 6p3uHe y npasLy oce y AaTta je cneaehom jegHaumMHoM:

-2 -)

. . ap .
rae je L pactojatbe nsmehy 3ngoea, a %Je nag NpUTUCKa AyX oce X.

Moaaum Koju cy geduHucanm y LB consepy npukasaHm cy TabenapHo:

Ta6ena 6.1. NMopgauu 3a LB consep 3a npumep 1

N 60
L 3
L, 1
Ujp 0.02
Re 10

Ha cankama 6.3 1 6.4 nprKasaHu cy nosbe 6p3nHe U NPUTUCKA A0OMjeHN NPopPaYyHOM.

Cnuka 6.3 - NMpumep 1 - Nosbe 6p3nHe Chunka 6.4 - Nprmep 1 - NMosbe NpUTHUCKA

Pesyntatn pobujeHn 3a npodun 6p3mHe ynopeheHu cy ca aHaIUTUUKUM peLlerem, Kao U
pelerbnma Koju cy AobujeHn npumeHomM meToae KoHavyHux enemeHaTa [57] u gobujeHo je
aAnNCcoNYTHO MOKJ/Ianakbe peLlerba, LWTOo je NPUKa3aHo Ha gujarpamy 6.5.
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20
Analiticko resenje
¢ MKE
® |B
1.5
> 1.0
0.5
00 ‘ T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1:2

Cnuka 6.5 - NMpumep 1 - YnopeaHu npuKas 6psmHe

6.2 Oncmpyjasarbe yuauHopa

Kpy)KHa yectnua mupyje y gomerny dayuaa. NoyeTHM U rpaHUYHKN yCcnoBu cy aepuHmMcaHm
Kao y npetxogHom npumepy. MNosmumja vectnue ce gedpuHUe KoopaMHaTama LLEHTpa
(xc,yc). TeomeTpuja cTpyjatba je npukasaHa Ha canum 6.6. MoTpebHo je oapeanTH ByUHY
cuny Kojom dayua aenyje Ha vectmuy. Moryhe je KOpUCTUTM ABa NPUCTYNa 33 MOAENpPatbe
conna-bnyna nHtepakumje (oba cy onmcana y Mornassby 5). OBae cy NpUKasaHW pesynTatu
[obunjeHn npumeHoMm cnabor cnpesatsa.

y

i

3L

Cnuka 6.6 - NMpumep 2 - LLlema reomeTpuje cTpyjara
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ByuyHa cuna Kojom bnyua penyje Ha KPyXKHYy 4Yectuuy MPUAMKOM NAaMWHAPHOT CTpyjakba
oapeheHa je aHanUTUYKK [58] 1 gedurHUCcaHa je jeaHaYNHOM:

3
F = 6muRV (1 + gRe) (6.10)
roe je R nonynpeyHuK vyectuue.

Mogaum Koju cy gedumHuncanm y LB consepy npukasaHum cy TabenapHo:

Ta6ena 6.2. MNopauu 3a LB consep 3a npumep 2

N 50

L, 3
ly 1
Ujp 0.02
Re 10
Xc 25
Ve 25

Ha cnnum 6.7 je npukasaHo nosbe bp3nHe 4o06ujeHo HYMEPUYKUM NPOPaAYYHOM.

>
> —

Cnuka 6.7 - NMpumep 2 - MNosbe 6p3nHe

PesyntaTun Koju cy aobujeHn npumeHom LB consepa cy nopeheHu ca oBako AepuHUCAHUM
aHANIMTUYKUM peELleHeM, ann U ca pelwerwuma gobujeHnm npumeHom DPD (Dissipative
Particle Dynamics) metoae [59,60]. YnopeaHun npukas pesyaTtaTa je AaTt Ha camum 6.8.

Tpeba 06paTnTM naxy [Aa 3aBUCHO MPOMEH/bMBA HAa OBOM JAwujarpamy npeacTas/ba
cnepehu uspas:

3
Q=F/6ruv (1 + §Re) (6.11)

OBaj ogHOC je, Kao WTO Ce MOXe BMAETU U3 jeaHaumHe (6.10) jegHaK NONYMNPEUYHUKY
yectunue R.
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25
Analiticko resenje
® LB

20 - A DPD [59]

(]
1.5 4

G
1.0 1
(]
0.5
0.0 T T T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25

R

CnukKa 6.8 - NMpumep 2 - YnopeaHHu NpuKas By4YHe cuie

Kao wrto ce moxke BMaeTn ca camke 6.8, nobuja ce gocra Aobpo noknanare pellera ca
AHAIMTUYKUM pELLEHEM, 33 Pa3INUUTE BPEAHOCTM NOAYNPEYHUKE YECTULLE.

6.3 Cumynayuja pomayuje eanunmu4yHe 4yecmuye

EnvntuyHa yectnua ce Hanasu y gomeHy énympa. Wto ce tMye gomeHa ¢pnayuaa, Kao
NOYETHWU yC/IoB ce 3aaaje npodun 6p3nHe Ha ynasy, camo WTo npodun 6p3vHe BULIE HUje
napabonunyaH Kao y npetxogHUm npumepuma, Beh je y nutarby cmmuyhu npodun 6p3vHe
(eHr. shear flow). F'paHn4yHK ycnoB je pa je 6p3nHa powber 3uaa (3a y = 0), goK je 6p3unHa
roprer 3uaa jeaHaka uy (3a y = Ly). Mosnumja yectuue ce aeduHule KoopauHaTama
ueHTpa yectmue (X¢, Vo), @ Kako je y NuTakby eannTUUYHa Yectnua, AeduHuLLY ce u nosyoce
a n b. Yectmua je dmkcupaHa (He moxke cnobogHo aa ce Kpehe), ann moxke cnoboaHo Aa
potupa. Conuna-bnyma WHTEepakuuvja je moaenupaHa npumeHom cnabor cnpesarba. C
o63vpom faa je 3a oBaj npumep noTpebHO pewaBaTU jeAHaYMHE KpeTaka CoAnAaa,
NPUANKOM AeduHUCaba BEAMYMHA MOTPEeBbHUX 33 cumynaumjy, aeduHULIE ce U TYCTUHA
yecTuye (na ce Ha ocHoBy Tora ogpehyjy maca 1 MOMeHT uHTepuuje). FfeomeTpnja 3a 0Baj
npumep je NnpuKasaHa Ha camum 6.9.
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5L

Cnuvka 6.9 - MNprmep 3 - LLlema reomeTpuje cTpyjarba

OAHoC nonyoca eNnNTUYHE YecTULe je AedUHUCAH penaunjom:

b
=~ =0. 6.12
v=- 0.5 (6.12)

. . T
MNoyeTHU yrao Koju Beha nonyocCa ennnce 3aksana ca BEPTUKA/IOM je E

Moaaum Koju cy geduHucaHm y LB consepy npukasaHu cy TabenapHo:

Ta6ena 6.3. Mogauu 3a LB consep 3a npumep 3

N 50

L, 5

L, 1
Ujp 0.01
Re 10
Pp 1.25p
Xc 25
Yc 25

a 10

Cnmka 6.10 - Npumep 3 - NMosbe 6p3uHe
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AHanuTMYKO pewerbe 3a oBaj npobnem oapeauno je Jeffery [61]. YraoHa 6p3uHa w,
n3parkeHa y GyHKUMjM yrna 8 moxe ce npeactaButu cnegehom jegHaumHoOM:

14127 se (6.13)
w == 1+y2COS .

Yrao poTauuje ce moxKe NpeacTaBUTU jeAHAYMHOM:

1 yt
6 = arctan L—/ tan (1 T )/2>] (6.14)

MpomeHa yrna 6 y 3aBUMCHOCTM OJ, BPEMEHa je nMpuKasaHa Ha cauum 6.11. MopeheHo je
aHA/IMTUYKO peLleHe ca pelerwemM Koje je a06ujeHO HYMEepUYKOM CUMYaaLujom,
npumeHom LB congepa 1 moxe ce BUAETU Aa ce Aobuja AocTa Ao6po NnoKknaname pellemsa.

2.0 1~

0 [rad]
o
o

e LB
Analiticko reSenje

80 100
t

Caunka 6.11 - NMpumep 3 - YnopegHHU NpuKas NpomMeHe yraa porayuje

Ha cavmum 6.12 je npukasaHa npomeHa yraoHe 6p3vHe ca BpemeHom. [opeheHo je

aHa/IMTMUKO pellerbe ca pesynTaTuma Koja cy aobujeHa npumeHom LB consepa, Kao u ca
pesynatuma Koju cy aobujeHn npumeHom DPD meTtoge v npeysetn cy M3 nutepaType

[59,60].
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Analiticko reSenje
® DPD[59]

06

 [rad/s]

o
»

0.2 4

0.0 T T T T 1

t[s]

Cnuka 6.12 - NMpumep 3 - YnopeaHu NnpuKas NpoMeHe yraoHe 6p3uHe

6.4 Cumynayuja Kpemara eaunmuYyHe yecmuye

Y 0BOM Npumepy pa3maTpaHo je KpeTakbe enmntuyHe yectuue y dnymay. Cen napamertpu cy
NOTMNYHO MUCTM Kao y npumepy 3. FpaHUYHU M NOYETHM YCAOBM cy Takohe nctmn. Ha cavum 6.13
NnpuKasaHa je Wwema reomeTtpuje. bBUTHO je HarnacuTK ga No4YeTHM yrao Koju seha nonyoca
eMNTUYHEe YecTuLe 3aKnana ca BePTUKANIOM U3Hocu By = % a no4yeTHa nosuumja yectTmue
no y ocu usHocn yo = 1.32a, rae je a sBeha nonyoca enmntuyHe yectuue. Conua-bnyna
WHTepaKumja je mogennpaHa npumeHom cnabor cnpesamsa.

5L

Cnuka 6.13 - NMpumep 4 - Llema reomeTpuje cTpyjarba
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Benukn ytnuaj Ha HauuH KpeTakba 4yectvue uma CToKcoB 6poj, Koju ce aeduHUwe Ha
cnepehm HaymH:

b%S
se="rp (6.15)
U
rae je p, rycTuHa yectuue.
Besa nsmehy CtokcoBor 6poja u PejHonacoBor 6poja je aata jeaHauYMHOM:
st=22Re (6.16)

p

To nNpakTUYHO 3HauYu ga YKonuKko ce PejHonpcos 6poj u ryctuHa paymaa He merajy, a
ryCTUHA 4YecTuue ce Mera, Mewahe ce CTOKcoB 6poj, a caMMM TMUM M HAYMH KpeTakba
yectmue Kpos3 ¢onyma. Kaga je CtokcoB 6poj jeaHak 1.25 yectuua ce kpehe ocuunaTopHo,
OKO HeKe KOHCTaHTHe BPeAHOCTM, WTO je NPMKa3aHo Ha cavum 6.14. Ha camym 6.15 je
NMPUKasaHO KaKo usrnegajy nytakbe 4YecTule 3a pasnmuuTe BpeaHoctn CTokcoBor 6poja —
wTo je Ctokcos 6poj Behu, yuecTnua bprke Naaa Ka AoHEM 3Uay.

1.33

1.32 4

1.31 1

1.30 A1

y/b

1.29 A

1.28 A

1.26 T T T T T
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Chvka 6.14 - MNpumep 4 - lNyTarba enMNTUYHE YecTHLe 3a St=1.25

TujaHa Bykuh



Macrep pag 6 Cumynaumje KpeTamra yectuua - Npumepn

— St=125
1.36 - — St=25
— st=125
1.34
1.32
Q
£ 130
1.28
1.26
1.24
122 . . . . .
0 10 20 30 40 50

x/b

Chunka 6.15 - NMpumep 4 - NyTarba eNMNTUYHE YecTHLEe 3a pasinumMTe BpeaHocT CToKcoBor
6poja

6.5 Kpemame cepepe y gpayudy ca cmuyyhum npogusnom
6p3uHe

Kpy»Ha yectnua moxke cnobogHo ga ce kpehe y agomeHy dnynga. dayuna ce Kao u y ceum
00 cafia HaBeAEeHUM NPUMEpPUMa CUMynmMpa npumeHom LB metoze. Kao rpaHmyHm ycnos ce
3apaje pa je 6p3vHa roprer n gower 3Maa jegHaka U, € TUM WTO ce 3uaoBu Kpehy y
CYynpoOTHMM CMepoBMMA. Kao noyeTHU ycnos ce 3aaaje npodun 6p3mHe Ha ynasy, TaKo3BaHM
ABOCTPYKM cmuuyhu npooun 6p3mHe. Llema reomeTpuje je npukasaHa Ha cavum 6.16. Y
OBOM NpuUMepy je 3a cumynauujy conunpg-onyua, nHtepakuumje KopuwheH npuHUMn jakor
cnpesakba. Y 0BOM C/yyajy, cmaTpa ce Aa cy ryctuHe connpa u dnynaa jeaHake. NoyeTHa
nosvumja yectmue ce geduHuwe kKoopauHatama ueHtpa (xc,Yc), a oapehyje ce wu
noNynpeyHuK vyectmue r. Tpeba HAaNOMeHyYTM Aa je NoYeTHA No3numja Yyectmue gedpuHMcaHa

. L .
TAaKO Aa Ce€ OHA Hana3un Ha pacCTtojarby Z oA power 3upa. Nopep, ctaHaapAHUX BENMYMHA KoOje

ce peduHmwy y LB cumynaumjama, Kaga ce KOPUCTM NPUHLMN jaKor cnpesakba, mopa ce
AeduHncaTm n 6poj rpaHnyHKX (Lagrange-oBux) Tayaka o3HayeH ca Nj.
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10L

Cnuka 6.16 - MNpumep 5 - LLiema reomeTpuje cTpyjama

Moaaum Koju cy geduHucaHm y LB consepy npukasaHu cy TabenapHo:

Ta6ena 6.4. MNopaum 3a LB consep 3a npumep 5

N 80

L, 10
ly 1
Ujp 0.0375
Re 40
Xc 50
Yc 20

r 10
N; 50

OBaj npobnem cy npBo pasmaTtpanu Feng n apyru [62] (M cumynmpanmn Kpetarkbe NPMMEHOM
METOZe KOHAYHMX enemeHaTa) U AOWAW cy A0 3aK/byyka Aa 6e3 o0b63Mpa Kako ce yecTuua
NMOCTaBM, OHa YBEK TeXW aa gohe A0 cpeauHe KaHana. KacHuje cy oBaj uctu npobnem
npoy4asanu v Apyru u cMMyanpanm NpUMeHOM ApyrMx MeToda, YK/bydyjyhu u LB metoay u
pasnnunte NpuCTyne 3a cumyauparbe coama-Gayna MuHTepakuunje. Y oBOM pagy cy
nopeheHn pesynTaTn Koju cy Nnpe3eHToBaHW y nntepatypu [12,13,14].

CnuKa 6.17 npuKasyje nosbe 6p3nHe y TOKY KpeTarba YecTumue.

Cnuka 6.17 - NMpumep 5 - Nosbe 6p3nHe
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Ha cnmkama 6.18, 6.19 1 6.20 ynopeheHu cy pesyntata gobujeHn npumeHom passujeHor LB
congepa M pesyntatM U3 AuTepaTtype, Kada Cy y NuUTakby NPOMEHa nosuuuje yectuue y
npasuy y oce, 6p3nHe y npasuy oca x 1 y. Ha cBa Tpu anjarpama, Ha obe oce cy HaHOLWeHe
6e3gMmeH3noHe BennynHe fobujeHe y cumynaumjama.

0.55

0.50

0.45

0.40

YoM

0.35

Resenja iz literature [12,13,14]
@® Dobijeni rezultati

0.20 T T T T T
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t

Cnuka 6.18 - NMpumep 5 - Nopehere pellerwa - NpoMeHa nNosuvumje y npasyy oce y

—— Resenja iz literature [12,13,14]
0.25 1 ® Dobijeni rezultati
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Cnuka 6.19 - NMpumep 5 - MNopehemne pelsera - [poMeHa x KOMMNOHEHTe 6p3MHe
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0.008

Resenja iz literature [12,13,14]
® Dobijeni rezultati
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Cnuka 6.20 - NMpumep 5 - Nopehere pelierwa - [I[poMeHa y KOMMNOHEHTE 6p3uHe

6.6 Tanoxcere Yecmuye y 8UCKO3HOM payudy

OBaj Npumep MNycTpyje KpeTarwe YecTule Nnog AejCTBOM rpaBuTaumoHe cuie. Ha noyetky
cUMynaumje, KpyxKHa Yyectuua u Gayma cy y cTakby MMpoBakba (NoyeTHa 6p3uHa YecTuue,
Kao 1 6p3nHa Gpaymaa y CBMM YBOPOBMMA MPEXKE CY jeaHaKn Hyau). YecTmua ce Hanasm Ha

. 2 .
cpeavHu gomeHa Gpymaa no XOpM3OHTANIHOj OCK, @ Ha 5 BUCMHE MO BEPTUKA/IHOj OCK (kao

WTO je MPWMKas3aHO Ha canum 6.21). Ha yectmuy Aenyje rpaBMTauMoHa cuna, Koja y3poKyje
HEHO KpeTake, O4HOCHO Npoguparbe vyectuue Kpos dnyna. Conna-dnaymna nHTepakumja je
CMMYJ/IMPaHA MPUMEHOM jaKOr cnpe3ama. [1ejcTBO rpaBUTaLMOHE CUE je UMIMJIEMEHTUPAHO
npumeHom jeaHauuHe (5.34).
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Cnuka 6.21 - MNpumep 6 - LLiema reomeTpuje cTpyjamwa

M oBaj npobsiem je yecTto pasmaTpaH y aMTepaTypu, Tako Aa cy CBU napameTpu noTpebHu 3a
LB cMmynaumjy nogelweHn TaKo Aa ce Nako MoOry ynopeautn gobujeHn pesyntatm ca
pesyntatuma u3 autepatype. lMogaum Koju cy aepuHucaHm y LB consepy npukasaHu cy

TabenapHo:

Ta6ena 6.5. Mopauu 3a LB consep 3a npumep 6

N 100
L, 3
ly 1
Ujp 0
Re 40
Py 1.25p
Xc 50
Ve 200
r 6.25
N; 50

Ha canum 6.22 npuKasaHo je nosbe 6p3vHe daympa y TOKy cumynauumje (AoK 4vectuua

npoAupe Kpo3 BUCKO3HU dayma).
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CnuKa 6.22 - NMpumep 6 - Mosbe 6p3nHe

Pesyntatu p[obujeHn HymepuykMm npopadyyHom Yy LB consepy cy ynopeheHu ca
pe3ynTatuma Koje cy objasuan Wu mn apyru [14] (npopauyH je paheH npumeHom LB meTozae),
Kao 1 Wan u Turek [63] (npopauyH je paheH NnpMmeHOM KOHa4yHUX enemeHara). NopeheHa
CYy NPOMEHA YeTUPU BENNYMHE — NO3ULMje YecTuLLe Y NpaBLy Oce Y, Y KOMMOHeHTe bp3uHe,
PejHonacoBor 6poja n KnHetndke eHepruje. MNpu Tome ce PejHonacos 6poj y oapeheHom
TPEHYTKY BpeMeHa M3padyHaBsa Ha ciegehu HaumH:

pot [V + v, (6.17)

U

Re =

MN3pas 3a KUHETUUKY eHeprujy y oapeheHoM TpeHyTKy BpemeHa riacu:

1
E, = Em(vgx + vgy) (6.18)

Kao wto ce Bnam ca cnmka 6.23 — 6.26, pobujeHo je fobpo noknanare pesynrtara.
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Resenja iz literature [14,63]
@® Dobijeni rezultati
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Cnuka 6.23 - NMpumep 6 - MNopehere pellerwa - NpoMeHa Nosuvumje y npasyy oce y

Resenja iz literature [14,63]
® Dobijeni rezultati
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Cnuka 6.24 - NMpumep 6 - Nopehere pelierwa - [I[poMeHa y KOMNOHEHTe 6p3uHe
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Resenja iz literature [14,63]
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Cnuka 6.25 - NMpumep 6 - Mopehemne pellera - pomeHa PejHongcoBor 6poja

Resenja iz literature [14,63]
® Dobijeni rezultati
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Cnuka 6.26 - Mpumep 6 - Nopehetbe pellera - [I[poMeHa KMHETUUKE eHepruje

6.7 Kpemarbe chepe Kpo3 apmepujy ca cmeHO30M

EdurKacHOCT npuHLMNa jakor cnpesama y conna-bayma uHTepakumnjym nocebHo fonasvm ao
n3paxaja Kaga AomeH ¢aynmaa uMma KOMMNEKCHe rpaHuue. JesaH TakaB npumep je
MOAEeNNparbe KpeTaka YeCcTULE Y KPBHOM cyay (apTepwmju) ca cteHo3om (cyxkerem). Li m
apyrn [64] cy Beh pasmaTpanu cTpyjatbe daymaa y aptepuju ca Behom mam marbom
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cTeHo3om, a Wu u Shu cy y jegHom of pagoBa [14] cumynumpanm ynpaBo KpeTarbe YecTmua
KpPO3 OBaKaB KpBHM cya. 36or Ttora he y oBom pagy 6butn ynopeheHwn pesyntatm u3
NMTepaType ca OHMMa Koju ce gobujajy npumeHom LB consepa.

y
7

—>»

—
s —
3 —> i 3
8 P = memimm 8 d_ ...... : _________________________ ",3
- o > I =

—> o

—>

X
4L

Cnuka 6.27 - NMpumep 7 - Llema reomeTpuje cTpyjara

CBM NoTpebHU napameTpu, WTO Ce TUYE FeOMETpuje ce MOry BMAETM Ha camumn 6.27, a
nogaum Koju cy gedumHucanm y LB consepy npukasaHu cy y Tabenm 6.6. LLITo ce Tnue gomeHa
bnynaa, Kao NOYETHM YC/IOB Ce 3aZaje Pas3NIvKa NPUTMCAKA Ha ynasy U n3nasy, a rPaHnYHU
ycnos je fa je 6p3nHa roprer n gorer 3anaa jegHaka Hyau. CteHosa (M yonwte KOMMJIeKCHe
rpaHuLEe) ce MOry MMNAEMEHTMPATM Ha ABa HauMHa — NpMMeHoM Bounce-back rpaHuyHor
ycnoBa (Koju je objawreH y Mornasmwy 4) uam npumeHom Immersed boundary metope
(cnnuHo Kao wTo ce paau U conna-payua uHTepakuuja). Osae je KopuwheH NPBU HaumH,
WTO AOBOAN A0 HELWTO Make Ta4YHOCTU, anun je HYMepu4Kn edurKkacHuju, 36or mamwer 6poja
onepauuja M3payvyHaBaroa.

Ta6ena 6.6. MNopauu 3a LB consep 3a npumep 7

N 64

L, 4

ly 1
Ujp 0.01
Re 40
Py 1.25p
Xc 24
Yc 48

r 4
N, 50
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Mosbe 6p3MHa y TPEHYTKY NPOAcKa YeCTULLE KPO3 CyXKere NPUKA3aHo je Ha camum 6.28, Aok
je Ha canum 6.29 ckmMumpaHa nyTakba Yyectmue (Y HEKONIMKO KopaKa), o4, NOYEeTHOr NoJI0XKaja,
na cBe [0 HeKOr KpajHber NoJioXaja ca Apyre CTpaHe, Yy OAHOCY Ha CyXetbe.

CnuKa 6.28 - NMpumep 7 - Nosbe 6p3nHe

Chunka 6.29 - NMpumep 7 - NyTtarba yecTuue Kpo3 apTepHjy ca CTEHO30OM

YnopeaHu gujarpamu x Uy KOMMOHEeHTe 6p3uHe 3a 0OBaj npumep (pelwerba pobujeHa

npumeHom LB consepa u pewetrba Koja cy gobunm Wu u Shu [14]) cy nprKasaHa Ha ciMKama
6.30 n 6.31.

35

— Resenja iz literature [14]

30 4 @ Dobijeni rezultati
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Cnnka 6.30 - Npumep 7 - NMopehewe peluera - [I[poMeHa x KOMMNOHEeHTe 6p3uHe
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Resenja iz literature [14]
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Cnuka 6.31 - NMpumep 7 - MNopeheme pelierwa - [I[poMeHa y KOMNOHEHTE 6p3uHe

6.8 Kpemarbe 0se cghepe Kpo3 apmepujy ca cmeHO30M

OBaj npumep Mma NOTNYHO UCTY NOCTaBKYy Kao npumep 7 un ypaheH je no yrneay Ha canyaH
npumep objassbeH y paay [14]. JeanHa pas3nunKka y ogHoOCy Ha Npumep 7 jecTe WTO ce YMecTo
jeAHe yecTuue, mogenupa Kpetarbe ase. Takohe, noTpebHO je MMNAeMeHTUpPaATU U cuny
mehycobHor aejcTBa, KOjom yecTuue Aenyjy jeaHa Ha apyry. Y OBOM C/ydajy, cuia Kojom
yectuua i genyje Ha yectuuy j geduHuwwe ce Ha cneaehm HaumH:

0 , Xg >1i+n+¢

2<ri+rj>14 <ri+1;->8 X, — X,
ij - i
Xg X

rae je ca ¢ 03HaveHo pacTojarbe usmehy aga usopa mpeske (y oBom cayuajy ¢ = 1), 1; u 7 cy

Feol = (6.19)

X;’eri+1;- +{

(Ti+rj)2 ’

nonynpeyHmum yectmua, Xp v qu Cy BEKTOPM NONOXKaAja LEeHTapa Maca YecTmua, a € u XEJ cy
aAedbuHUCaHu cnegehnm jeaHauYMHama:
2
> (6.20)

211

l
g = ]
ntT

Xy = |x% — X} (6.21)
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Kaga ce M3payyHa BpeaHOCT Cuie MHTEPaKLMje YecTnua, OHa Ce Aogaje y M3pa3 3a YKynHy
CUNY KOja penyje Ha CBaKy 0f 4ecTvua nojeguHadvHo (jegHauynHa 5.34) u oHpa ce aasbe
pelaBajy jeaHaumMHe KpeTara. YKynHa BpeaHOoCT cmae caga rnacu:

Fp = (1 - Z—f> mG + Feol — z F(X4)As, (6.22)
p 1

C 063upom ga je cnoboaaH npocTop apTepuje (Koju HUje 3axsaheH cTeHo30M) Makk og 2d
(kao WTO je NpuKasaHo Ha canum 6.27), ouUTNeaHo je Aa He MOory UCToBpeMeHo obe yecTuue
Aa npohy Kpo3 cyxKere. YKONUKO ce 0b6e yecTuLe NocTaBe y NOYETHU NO0XKaj Takas Aa ce
Hanase CMMETPUYHO Y OAHOCY Ha XOPM3OHTa/NHYy Ocy cumeTpuje, oHe he ce KpeTaTu Ka
cyXemy, ann he octatu 3arnassbeHe Ha ynasy un Hehe mohu pgasbe pga ce kpehy. Ha camum
6.32 je NpuKasaHo nosbe 6pP3nHe, a Ha canumM 6.33 cy CKUUMpaHe NyTakbe YecTuua y Tom
cnyyajy.

Cnuka 6.33 - Mpumep 8.1 - MNyTamwe yecTMla

YKO/IMKO ce MehyTuM jegHa of YecTMua NOMepM 3a HEKO BEeOMa Masio pacTojare (Ha
npumep 3a camo 1 yBop mpee), yectmue he ycnetn ga ce pasmumouhy y cyxemy, Aa
ycnewHo npohy 1 HacTaBe Aasbe KpeTame, WTO je NPUKA3aHOo LWeMaTCKU Ha canum 6.34, ook
je Ha canum 6.35 npmMKasaHo Nosbe 6p3nHE Y TPEHYTKY MUMOUNAMKEHA.
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Cnuka 6.34 - NMpumep 8.2 - MNyTtame yecTmla

Cnuka 6.35 - NMpumep 8.2 - Mosse 6p3unHe

6.9 Kpemarbe cipepe kpo3 6bupypKayujy

OBO je jow jegaH npuMmep KpeTaka YecTuua Kpo3 gomeH daymaa ca KOMMJIEKCHOM
rpaHuMuom. Paam ce o KpBHOM cyay ca 6udypKaumjom (pauBarbem). Conua-onyma
WHTepaKuMja je mogennpaHa NPMMEHOM MPUHLUMNA jaKor cnpesaka. feomeTpuja AOMEH],
Kao M CBM NOTPebHM NapameTpu Kaaa je reomeTpuja y NuTakby NPUKasaHu cy Ha camum 6.36.
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Cnuka 6.36 - MNpumep 9 - LLiema reomeTpuje cTpyjama

lpaHW4YHM ycnoB je Aa 6p3nHA Ha cBUM 3uMaoBMMa byae jegHaka Hyau. MowTo rpaHuue
AOMEHa HWUcy npaBuAHOr 06/aMKa, moryhe je KOpUCTUTU ABa MPUCTYNa 33 MOAENMpParbe
3naoBa - Bounce-back rpaHunyHu ycnos unu Immersed boundary metoga. OBae je (Kao u
npumepuma 7 u 8) KopuwheH npBM HauumH, 360r H60/be ePUKACHOCTU, A& CMarbeHe
HYMepUYKe TaYHOCTU He yTuYe APACTUYHO Ha pelere. Kao novyeTHM ycnoB ce KOpUCTu
3agati npodun 6p3unHe (napabonnuHm npodun 6p3MHE), Kao U yCNoB UCTULAHA daynaa y
n3nasHMm rpaHama. Octanu nogaum aedvHucann y LB consepy npmkasaHu cy TabenapHo:

Ta6ena 6.7. Mopauu 3a LB consep 3a npumep 9

N 60
L, 3
L, 1
Ujp 0.01
Re 40
Py 1.25p
Xc 60
Yc 30
r 3
N, 20

Kapa yectnua noyHe aa ce kpehe, oHa Hannasm Ha budypkaumjy, Ha ky aenyje jaka ogbojHa
cuna, oHa ce oabunja o 3mpa M HacTaB/ba Aa ce Kpehe ropkbom rpaHoOM, 40 Kpaja AOMeHa.
Ha cavum 6.37 npukasaHo je nosbe 6p3nHe y TOKY KpeTara YeCcTULEe Kpo3 rnaBHU Aeo
KPBHOT CyAa, AOK je Ha canum 6.38 wemaTcKu NprKasaHa nyTakba Yectuue.
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Cnuka 6.37 - NMpumep 9 - MNosbe 6p3nHe

Cnuka 6.38 - NMpumep 9 - MNyTtama YyecTuye
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[ [lapaneansauuja LB conBepa

OnepaTMBHWU CUCTEM caBpemeHor nepcoHanHor (eHr. Central Processing Unit - CPU)
payyHapa M3BpLIaBa HEKOJIMKO 33JaTaka y MUCTOo Bpeme. [lOK ce pauvyHap KOpuUCTy,
OnepaTMBHM CUCTEM MPATU CBE AKTUBHOCTW, KOMYHMLMpPA Ca eKcTepHum ypehajuma y
nosaavHn u npocnehyje mHdopmaumje AOK KOPUCHWUK pagM UCTOBPEMEHO Y HEKONMKO
nporpama. Mako npouecop payyHapa pagM Ha HEKOJIMKO He3aBWUCHWX 3agaTaka, bp3uHa
npouecopa je A0BO/bHO Be/IMKA, TAaKO Aa M3rneda Kao Aa ce CBW OBWM 3afaly U3BPLUABAjY
ncrospemeHo. CraHZapAHa apxXUTEKTypa padyHAPCKOr MpoLecopa je TakBa 4a panyHap
MOXe u3BpLliaBatm oapeheHn 6poj 3agaTtaka muctoBpemeHo. Mnak, edukacHOCT paga ce
3Ha4yajHO cMarbyje Kaga Tpeba napanenHo aHanusupatym npobnem Koju je nogesbeH Ha
oapeheHn 6poj noackynosa. OBoO je ynpaBo TMn npobnema Koju pewasajy GPU ypehaju
(eHr. Graphics Processing Unit).

GPU ypehaju cy nocebHo npunaroheHun pelwasarby npobnema Koju ce mory apyrauduje
OMMcaTM Kao Npouecupare OrpoMHe KOJUYMHE apUTMETUYKMX Onepaunja Hah HEeKUm
(Takohe BenuMKMm) cKynom nogartaka. Opyrum peumma, Kaga Tpeba McTM HM3 onepaumja
M3BPWNTU Ha BeNMKOM bBpojy enemeHarta, mapanenHo, ca maamm 6pojem MemMOpujCKUX
onepaunja n BeNNKMM BpojeM apUTMETUUKMX onepauumja — NoXKesbHO je Kopuctutu GPU

ypehaje.

Mporpam Koju obaB/ba NpoLEecMparbe OBAKBOI CKyna nogataka 6w ce Ha cTaHAapAHOM
payyHapy WU3BpLUABAO CEKBEHLMjaHO, 40K ce Ha GPU ypehajy nogauu npeHoce y meMopujy
ypehaja n pene ce Ha xwmwagae HUTKU (eHr. threads) Koje ce napanenHo npouecupajy.
Annvkaumje y Kojuma ce KopucTe Ayraykm HU30BU WAW MATPULE BEIMKUX AMMEH3Mja cy
3rogHe 3a napanenusaumjy NPMMEHOM OBOr NPUHUMMNA W Yy TaKBUM C/yyajeBMMa ce
n3padvyHaBarba ApacTMUHO ybp3aBajy.

Y oBOM pagy cy nomeHytn npuHumnu GPU nporpamuparba NpMMEHEHM Ha CUMyAauujy
cTpyjarba daynaa, KOHKPETHO Ha umnnemeHTaumjy lattice Boltzmann metoge. OBa metoaa
je nHayve jako norogHa 3a napanenunsauujy, 36or cBoje NpMpoae U TEOPUJCKMX NPUHLMNG Ha
Kojuma je m3BepaeHa, WTo je Beh obpaheHo y Mornasmwbuma 2 1 3. PassujeHn LB consep,
nomohy Kora cy aobujeHn cBu pe3yntatu npuKasaHu y lMornassby 6, je napanenvsosBaH u
Cam NocTynak napanenusaumje n gobujeHo ybp3same he 6utn Tema osor Mornassba.
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7.1 Mpoepamuparbe GPU ypehaja

OcHoBHM nNpobaem Koju je NocTojao y paHum dasama Kopuwhera GPU ypehaja je 6uo wto
cy oBu ypehaju 6unm npunaroheHmn 3a pas UCK/bYUYMBO Ca rpaduUUKUm anamkaumjama. To je
NPaKTMYHO 3HAYMIO0 Aa Cy NpPorpamepu CBoje anavKaumje mopanu Aa npunarohasajy pagy
Ca TPOYrN10BMMA M MNOJIMTOHUMA, LITO je MOHeKaa bUNo jako KOMNINMKOBAHO. AN, KacHUje cy
ce nojaBuse nocebHe codTeepcke apxutekType, kKao wrto je CUDA (enr. Compute Unified
Device Architecture) [65], koje omoryhaBajy AaneKko nakuwe nporpamuparbe GPU ypehaja y3
nomoh Nporpamckux jesnka BuLLEr HMBOa, Kao WwTo cy C n C++.

NVIDIA je npeactasuna CUDA apxuTeKTypy jow y HoBembpy 2006. rogmHe, Kao NporpamcKkm
jesnk 3a nporpamupame huxoBux GPU ypehaja. CUDA 3anpaBo npeacras/ba codpreep
notpebaH 3a nporpamupare xapgsepa — GPU-a. Og 2006. roanHe apxMTEKTypa je HEKOIMKO
nyTa yHanpehuBaHa M MNOCTOjU HEKOAMKO Bep3uja. 3a napanenusauunjy y osom pagy
KopuwheHa je Bep3uja 4.0.

CUDA 3anpaBo npowwupyje nporpamckn jeamk C, ca ogpeheHMm CKynom HOBUX
pesepBucaHnx peum nomohy kKojux ce GPU ypehajy 3apajy komaHae. CUDA nporpamuparbe
omoryhaBa noKpeTare KoAa Ha ABe pasnnumte nnatopme, Ha T3B. host cuctemy (Koju
npeactassba CPU npouecop) n Ha T3B. device cuctemy (Koju ce cactoju of, jeaHOr Uau BuLle
GPU ypehaja). Benvka npegHOCT oBe apXMTEKTYpPE je M TO LITO Ce Nporpamumpare MoxKe
BpwmnTK Yy Microsoft Visual Studio okpyemy, Kao ga cy y NuTakby CTaHO4apAHE anavKkauuje.

3apaTaKk nporpamepa je ga M3MmeHu nocrtojehu nporpam v ga pas3aBoju Aenose nNporpama
KOju Umajy Benukun 6poj n3padyHaBarba 04 OCTaTKa anaunKauMje U ga y Tom geny nporpama
noaaTtke npocnege GPU ypehajy. Octatak nporpama ce Kao U paHuje m3spluasa Ha CPU.
Mpunnkom m3BpliaBarba NapasnennsosBaHe Bepsuje nporpama, GPU paan Kao Konpouecop
rnasHor npouecopa (CPU-a). Bennkn ckynosun nogataka (Haz Kojuma ce Bplle apuUTMeTUYKe
onepauuje) ce npocnehyje GPU vypehajy, a CPU opraHusyje 1 npepgaje notpebHe
nHdopmauumje.

da 6u ce wusBpwmro geo nporpama Ha GPU ypebhajy, nporpamep mopa aa geduHuwe
cneuujanHe GyHKUMje, KOju ce Ha3mBajy KepHenu (eHr. kernels). CBaka oBakBa ¢yHKUMja ce
no3uBa W3 rnaBHOr Ae/sia Nporpama M M3BpLUaBa Ce Ha MPEXXU HUTK (eHr. grid of threads).
Mpunankom cBakor nosmeBa KepHen ¢yHKuMje, notpebHo je aedwuHucatn 6poj HUTKU u©
AVNMEH3Ujy MpeXKe 1 HapaBHO NpocneanTu ogrosapajyhe aprymenre.
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7.2 NVIDIA Tesla

7 Mapanenunsaumnja LB consepa

BehuHa caBpemeHux rpaduukmMx KapTuua,

KOju cy [Aeo KoHburypaumje paaHalwkbUX

NepcoHaNHMX pavyHapa, Mory ce Kopuctutn Kao GPU ypehaj. Mnak, NVIDIA y cBojoj noHyau

uma u cneumnjanmsosaHe GPU ypehaje — Tesla cepujy ypehaja. OHM cy onTMmMn3oBaHM 3a

n3gplaBakbe KOMNNEKCHUX HAYYHUX cmmynau,mja. OcHoBHa Pa3nnKa M3me1’)y KnacnyHe

rpaduuke kaptmue u Tesla ypehaja je y Tome wrto Tesla Hema moryhHOCT NpuKasa C/MKe Ha

eKpaHy. 3a napanenusaumnjy LB consepa u Tectupare 6p3nHe paaa, Koja je Aeo oBOr paaa,

KopuwheH je padyHap Yy Koju cy yrpaheHa 3 GPU ypehaja Tesla C1060, uuje cy

KapaKTepuCTMKe NpuKasaHe y Tabenn 7.1.

Ta6ena 7.1. Kapaktepuctnke NVIDIA Tesla C1060

CUDA Bep3uja ypehaja 13
(eHr. compute capability)

YKynHa pacnonoxusa rnobaaHa memopuja 4096 MB
bpoj myntunpouecopa 30
Bpoj CUDA jesrapa (8 no myatunpouecopy) 240
PapgHu TakT GPU ypehaja 1.30 GHz
TakT memopuje 800 MHz

YKynHa noKanHa (permcrapcka) memopuja Ha
pacnonaraky jegHor 610Ka

16384 bytes

MaKcumanaH 6poj HUTU y jeaHOM 610Ky 512
MaKcumanHe gumeHsnje 610Ka 512 x512x 64
MakcMmanHe anmeHsnje mpexke 610Kk0Ba 65535 x65535x1

7.3 lapanenusayuja

Boltzmann memode

coppmeepa Ha 6a3u lattice

MmnnemeHTaumja lattice Boltzmann meTope noapasymesBa fda ce y ogpeheHom 6pojy

utepaumja (UNM AOK Ce He UCMYHU HEKM YC/I0B) MOHaB/bajy HAM3MEHMYHO KOpaK cydapa U

Kopak nponarauuje (aepuHmcanun jeaHaumHama (3.45) u (3.46)). Kao wto je Beh HaBegeHo y
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Mornassby 3, CBaKM 04 OBa ABa KOpaKa Ce Mopa NPUMMEHUTU Ha CBE YBOPOBE MpeEXe, Npe
Hero wTo noyHe cneaehu kopak. Kako cy jeaHaunHe Kopaka cygapa mehycobHo He3aBuUCHE,
OBaj KOpaK je NOTNyHO /IOKa/NHOI KapakTepa. Y OKBMPY nponarauuje ysmma y o63mp camo
TPEHYTHO NOCMATPaHM YBOP U HEKO/IMKO HajbAMKNX cyceaHMX YBOpoBa. CBe 0BO yKa3yje Ha
TO Aa NOCTOjU BENMKM CKYMN NogaTaKa, KOju ce MOoXe NoAeINTU Ha Makbe NOACKYNOBE U Ha
tbMa Tpeba n3BpwnTK ogpehenn 6poj (yrnaBHOM apuUTMETUYKNX) onepauuja. Mpu Tome cy
TM NoAackynoBu mehycobHO He3aBWCHM M onepauumje ce MOry M3BpLUaBaTM MapanesHo.
Ynpaso 36or Tora je LB meTopg jako norogaH 3a napanenmsaumjy. Ha canum 7.1 je npuKkasaH
anroputam paga KnacudHor (cepwujckor) LB consepa, ca 03HaYe€HUM [E/IOM KOjU Ce MOoXKe
napanenusoBaTu. Takohe cy HaBeAeHU Ae/0BM KoAa nomohy Kojux ce MMniaemMeHTMpajy oBa

ABa KOpakKa.

novyeTak paga nporpama

\ yunTaBare yrnasHux nogaraka /
\ AedrHCare rPaHUYHUX YCnoBa /

netba no utepayujama

Y

cumynauuja cyaapa

nponarauuja

N

ncnmcueamwe pesynrata

Kpaj paga nporpama

Cnuka 7.1 - Anropu1tam paga KnacuuHor LB consepa
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7.3.1 llo3uearse u uzgpuiasarse KepHes PyHKYyuja

C 063mnpom aa je Beh n3BeAeH 3ak/by4yak da cy cumynaumja cyaapa v nponarauuja iokaaHor
KapakTepa u Aa wux Tpeba napanennsoBaT, NOTPebHO je McnporpammpaTn [ABe KepHen
byHKUMje Koje he ce N03MBaTU ymecTo CTaHAApAHUX GYHKLUMja KOje ce KOpUCTe Yy KNAaCUYHOj
Bep3unju LB consepa. Ha canum 7.2 je npuKasaHoO KaKo M3raegajy nosmeu oBux GpyHKUMja Y
KNIAaCMYHOj U NapanenHoj Bep3nju.

cumynaumja cygapa

b . dim3 dimBlock(16, 16);

: , : dim3 dimGrid(Nx/dimBlock.x, Ny/dimBlock.y);

] : KernelCollide <<< dimGrid, dimBlock >>> (size, deviceData);
. cudaThreadSynchronize();

i for (int i=1;i<=Nx;i++)
for (int j=1;j<=Ny;j++)
collideLatticeNode();

A kT i dim3 dimBlock(16, 16);
i E Jp ; dim3 dimGrid(NxidimBlock., NyldimBiock.y):
WLl G 3 o . KernelStream <<< dimGrid, dimBlock >>> (size, deviceData);
propagateDistributionFunction(); : { cudaThreadSynchronize();

Chaunka 7.2 - CuMynaumja cypgapa v nponarauuja - Kl1acMyHa M napaiesiHa Bepsuja

Kapga ce nosose KepHen ¢yHKuMja, oHa Ha N pasanUUTUX HWUTU M3BPLUABA NApaNenHo
noAnporpam Koju je HanmcaH y OKBMPY Tena KepHen o¢yHKumje. 36or Tora je notpebHo
nedbuHUCATM Kako cy Te HUTU pacrnopeheHe. GPU ypehaju vmajy TaKBy XapaBepcKy
APXUTEKTYpPY Aa caapke ogpeheHn 6poj T3B. mynTunpouecopa. JeaaH MyaTMNpoLLecop uma
8 CUDA jesrapa Ha Kojuma ce u3BpllaBajy KepHenu. [pe nokpeTara KepHesa mopa ce
aedbuHucatm pacnopes HUTH, aa 6u GPU ypehaj morao aa ogpean KOAMKO pecypca Tpeba
Aa aHraxyje. MpomeHsbmsom dimGrid (Bugetn caunky 7.2) aeduHulue ce mpexka 6,10KoBa, a
npomeH/bmBom dimBlock aeduHuie ce 6poj HUTU y OKBUPY cBakor 6s10Kka. HapasHo,
NOCTOje M3BECHa OrpaHMYerba KaZa Cy y NuUTakby AUMeH3nje mpexe 61okoBa 1 camor 610Ka
n 10 3aBucK og camor GPU ypehaja. Kaga je y nutamwy Tesla C1060 Koja je KopuwheHa 3a
napanenusaunjy LB consepa, 670K MOXXe MMATM HajBuwe 512 HUTK, a MaKCMMasHa
OMMeH3Mja mpexe 610KoBa je 65.535 HUTKU. Buwe getasba ce moxke Buaetn y tabenn 7.1.
Ha canum 7.3 nnyctpoBaH je usrnen mpexe 6710KoBa U HUTU y OKBUPY jeaHor 6/10Ka, 3a
jeaaH no3uB KepHen dyHKumje.
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dim3 dimBlock(16, 16);
dim3 dimGrid(2, 3);
KernelFunction <<< dimGrid, dimBlock >>> (parameters);

Mreza blokova

Block (0,0) Block (1,0) Block (2,0)

Block (0,1)  _}*[Block (1,1) *[Block (2,1)

i 2 e T e

Block (1,1)

Thread Thread Thread Thread

-
Thread Thread Thread Thread

.

Thread Thread Thread Thread
(0,15) (1,15) (2,15) I (15,15)

Cnuka 7.3 - UnycTpaumja mperke 6J10KOBa U HATH

[a 6u ce yHyTap KepHen dyHKUMje NPpUCTyNnano efieMeHTMMa HM3a UAKM maTpuue, notpebHo
je 3HaTK MHAEeKC cBake HMUTU. CBaKa HUT MPUINKOM MOKpeTaka KepHen ¢yHKumje pobuja
CBOj AedpuHMCcaHN naeHTuduKaymoHn 6poj (ID) n Ha ocHoBy Hera ce ogpelhyje TauHO MecTo
T€ HUTK Y HU3Y Uan maTpuum. CBakun 610K nma cBoj ID 6poj Kojum je oapeheHa nosuunja Tor
6n10Ka y mpexkn 6710KoBa M NOCTOjU CUCTEMCKU AeduHMCcaHa npomeHsbmBa blockldx Koja
namTu oBaj 6poj. Cnuctemckn gedbrHUCaHa npomeHsbuBa threadldx namTn NO3NUNy HUTKU Y
oKkBupy ogarosapajyher 6noka. Momohy ose pBe npomeHs/bme ogpehyje ce rnobanHm
WMHAEKC HATU U Nnomohy Hera ce NpucTyna ogrosapajyhem enemeHTy matpuue (Mam HU3a).
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7.3.1 MaHunyaayuja memMopujcKkum pecypcuma

Kaga ce ncnporpamupajy ABa KepHena notpebHa 3a cumynaumjy cyaapa U nponaraumjy, oHu
ce NOo3MBajy YMECTO eKBMBAZIEHTHUX KNAcUYHUX (cepujckux) dyHKumja. Mehytum, noctoju
jow jeaHa BaXKHa CTaBKa O KOjOj ce MOpa BOAWMTU payvyHa Kaja ce BpLM napanenusaumja
noctojehux nporpama, a 7o je maHunynaumja memopujom. Hamme, CUDA apxuTekTypa je
Tako KoHuunupaHa ga CPU (gpyraumje HaseaH host, y npesogy ,aomahuH“) u GPU
(apyrauunje Ha3saH device, y npesoay ,ypehaj“) umajy ogsojeHe DRAM memopuje (wTo vy
CYLWUTUHW W jecTe CNyYaj, aKo Ce MOCMATPa Ca XapABePCKe CTpaHe), Koje ce Ha3uBajy host u
device memopuja, pecnektusHo. CUDA omoryhasa nporpamy pga npuctyna OBUM
MeMOpMjaMa He3aBWUCHO, anu Npu Tome noctoje oapeheHa orpaHuyerba. Jeo nporpama
KOju ce u3BpLuaBa Ha rnaBHom npouecopy (CPU) moxke Kopuctutn camo host memopujy, 40K
KepHen ¢yHKUMje mory npuctynatm camo device memopwuju. 360r Tora je HeonxogHo
UMMNNEMEHTUPATU EKCMJIMLUTHO ajsioumparee U geanoumparbe Mmemopuje 3a oba cuctema,
Kao M TpaHcdep nopataka m3amehy oBa aBa Tuna memopuje. Moctoje nocebHe CUDA
dyHKUMje Koje 0b6e3behyjy npeHoc nogaTtaka ca CPU Ha GPU mn o6pHyTO.

Takohe, device memopuja je opraHM3oBaHa Y jegHy XMjepapXnjcKy CTPYKTYPY, TaKo Aa HUTH
MOry Aga npucTtynajy nogauuMma u3 memopuje Ha Buwe HuBoa. CBaKa HWUT Mma CBOjY
NPUBATHY JIOKAJIHYy MEMOPWUjY, KOjoj camo Ta HUT nma npuctyn. CBaku 610K HUTU MMa CBOjY
nembuBy memopwujy (eHr. shared memory) Koja je AOCTyMHa CBMM HUTMMA Yy OKBUpPY TOr
6n10Ka. U Ha Kpajy, cBe HUTKM MMajy NpUCTyn rnobanHoj memopuju ypehaja.

HajjegHocTaBHUjM HauMH napanenusaumje LB consepa 6u 6no aa ce cem notpebHn nogaum
0 YBOpPOBMMaA (Ha NPBOM MeCTy NoAaun o GyHKUNjK pacrnoaene) 4yBajy y MEMOPUjU rNaBHOT
padyHapa (y host memopuju), a Aa ce npe CBaKOr No3mBa KepHen GyHKLUMje U3BPLLIN NPEHOC
nogartaka y device memopwjy, na ga ce TM nogauyM NOHOBO BpaTe Hasazj noc/e 3aBpLieTKa
pafa KepHen ¢yHkuuje. MehyTum, oBaj NpucTyn je NOTNyHO norpetlaH, 36or Tora wTo je
TpaHcpep nopgataka uamehy oBa ABa TMNA Memopwuje M3y3eTHO ,CKyna“ onepauuja.
MaKcumanHu nponycHuM oncer device memopuje Koja ce Kopuctn ca camor GPU ypehaja
nsHocn 102.4 GBps (eHr. Gigabytes per second) Kapga je y nutawy Tesla C1060, gok
nponycHu oncer TpaHcdepa nsamehy host n device memopmuje nsHocn oko 8 GBps [66]. To
3HauM Aa je NnoTpebHO MMHMMM30BATK TpaHCchepe namehy oBa ABa TMUMNA MeMopuje Kag rog,
je To moryhe.

Y 0BOM KOHKPETHOM C/yyajy, TO 3Ha4Yu Aa ce nogaum o 4BoposmMMa (PpyHKUMje pacnogene u
CBe 0CTano) uHuumjanmsyjy Ha CPU, notom ce T1 nogaum camo jeaHOM Npexkonunpajy y device
MEMOpPHjy M TOKOM M3BpLUABatba Mporpama ce Buwe He npeHoce. KepHen o¢yHKumje
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npUcTynajy nogauuma y device memMopuju MU merajy Mx no notpedbu. 3a npukasmBarbe
pe3yntata (Kpeuparbe nosba 6p3nMHe M NPUTUCKA) Ce EBEHTYANHO Hasafd y host memopwjy
npocnehyjy camo MaKpPOCKOMNCKe BeNNYMHE, Koje ce padyHajy nomohy nocebHe KepHen
¢yHKumje. Tpeba nmatn y Buay Aa ce Hajuewhe nosbe 6pmMHE M NPUTUCKA He NpuUKa3yjy 3a
cBaKy uTepaumjy LB consepa, Beh Ha 100, 1000 unu suwe mtepaunja, 3aBUCKU o4, Camor
npobnema Koju ce cumynmpa. Ha oBaj HAUYMH je APACTUYHO CMarbeHa KO/IMYMHA NojaTaka
Koja ce npeHocu namehy memopwuja, WTo AoaaTHo ybp3asa pas nporpama.

Mpuankom MMnnemeHTaumje KepHen ¢yHKuMja NoTpebHOo je BOAMUTU payyHa O jol HEKUM
acnekTMMa MmaHunynaumje memopujom. Beh je nomeHyTOo ga nocToju xujepapxuja vy
memopunjn GPU ypehaja. Huje ncro speme notpebHo ga 6u jeaHa HUT NPUCTYNMIa NoaaTKy
M3 NoKasHe (perucrapcke), gesbuse wuauM rnobanHe memopuje. Hajbpxu je npuctyn
JIOKaNHOj, 3aTUM A€e/bUBOj, @ Hajcnopuju je NpUcTyn rnobanHoj memopuju [65,66] (y HEKMMm
cnyyajesuma je n go 150 nyTa cnopumju of peructapcke memopuje). 3ato Tpeba nsberasatu
npuctyn rnobanHoj memopuju Kag rog je To moryhe.

AKO ce 0OBe UnMkbeHULe UMAjy ¥ BUAY, Kaja je y NuTarby Napanenusauuja LB consepa, ganeko
je noroaHuje ymecto nosmBa ABe KepHen GyHKUMje 3a cumynaunjy cygapa v nponarauujy,
MMNAEMEHTUPATU jeaHy PYHKUMjy KOja cnaja oBa ABa KOpaka. TO HULWITA HE Mera Yy CaMoj
TEOPWjCKOj NOCTaBLM, MOLWTO Ce Ta ABa KOpaKa U gasbe nispliasajy oasojeHo. OBO je camo
NuTarbe MMNaemeHTaumje. BpeaHocTn dyHKumje pacnogene f°% (x,t) u3 jeaHaunna (3.45)
1 (3.46) (nocne 3aBpLIeHOr KOpakKa cyaapa, a UICTOBPEMEHO M MOYeTKa Kopaka nponarauyuje)
ce He 3anucyjy y rnobanHy device memopujy n NoTom NMoHOBO y4yuTaBajy, Beh ce namre y
PEerncTapckoj Memopuju cBake HUTU nojeanHayvHo. [la 6u ce obes3beanno pga ce 3asplum
KOpak cygapa npe no4yeTka Mponarauuje 3a cBe 4YBOpoBe (O4HOCHO 33 CBE HWUTU KepHen
¢yHKUMje), Kopuctu ce cuctemcka CUDA o¢yHKUMja 33 CUMHXPOHM3AUMjy CBUX HUTU
__syncthreads (). OBa ¢yHKuuja obe3behyje aa cBe HUTK 3aBpLue ca U3BPLUABALEM CBUX
NpeTXo4HNX onepaumja, Npe HaCTaBKa M3BpLUABatba KepHen GyHKuUMje.

Mopen napanenusauuvje Kopaka cyaapa W nponarauuje, 6uno je HeonxogHo
napanenusoBat n GpyHKUMje Koje cy BesaHe 3a conma-dayna MHTepakumjy. YKoanko bu te
dyHKUMje ocTane HenpomMmereHe, To 61 NOHOBO y3pPOKOoBano TpaHchepe noaataka usmehy
host n device memopuje, WITO HUje AObpo pelwere. 360r Tora cy U NomeHyTe PyHKUMje
napanenusoBaHe. Y OKBMPY HMUX NOCTOjU A0OCTa CTAaHOAAPAHWUX MATPUYHWUX oOmnepauuja
(MHOXerbe MaTpuLue BEKTOPOM, O4Yy3MMarbe U MHOXere MaTpuua, pellaBaktbe cUcTema
jeAHauynHa). 3a nsBpLIaBabe OBUX OMepaLmja HUCY NMcaHe nojeguMHavyHe KepHen ¢yHKuuje,
Beh cy KopuwheHe Beh aepuHncaHe dyHKumje, y okBupy nocebHe CUDA 6ubnmoTteke Koja
je cneumnjanusoBaHa 3a NMHeapHy anrebpy — CUBLAS (ckpaheHo oa CUDA Basic Linear
Algebra Subroutines) [67]. Ha Taj HauuH je nporpamepcku Aeo nocna ckpaheH, a nopep Tora,
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AoaaTHa npegHocT ¢yHKumMja y okeupy CUBLAS 6ubnvoTeke je M WTO Cy OHe A0AATHO
ONTMMM30BaHEe Aa ONTUMATHO KopucTe pecypce GPU ypehaja.

Ha cavum 7.4 npuKasaH je anropmtam M3BpLUaBakba napanennsosaHor LB consepa.

m"ﬂaﬂa nporpama )

MHMUMjanusauvja nopataka

nemba no uTepaunjama

Cnuka 7.4 - Anropu1tam u3BpluaBatba napanenmsosaHor LB consepa
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7.4 [llopehewe 6p3uHe pada cmaHOapOHe U
napanenusoeaHe eep3uje LB consepa

Y HactaBky he 6uTM npukasaHo ybps3arbe Koje ce MNOoCTUXKEe Kada Ce KOpUCTU
napanenvMsoBaHa Bep3uja LB consepa. Hajnpe he Ha jegHOM npumepy bUTKM MAaycTpoBaHa
BAXKHOCT npasuaHe maHunynauuje memopujom y CUDA nporpamuma. Kao Tect npumep je
KopuwheH npumep 1 n3 MNornasswa 6, pesonyymja je noctaB/beHa Ha 100 (wTo 3HauM aa je
6poj usoposa 20.000), a 6poj utepaymja je noctas/beH Ha 20.000. OapehunBaHo je Bpeme
n3BpLlaBakba CTaHAapAHe Bep3nje LB consepa, Kao M Bpeme M3BpLIaBaka TPU PasinymTe
Bep3unje napanenusoBaHor LB consepa. MNpBa Bep3unja nocne cBake ntepauuje (nocne ceakor
nosuBea KepHen pyHKuuje) Bpwm TpaHchep nogataka us device y host memopujy n ob6pHyTo.
Lpyra Bep3unja je oNnTMMM30BaHa Ca acrneKTa TpaHchepa memopuje — yBeAeHa je AopaTHa
KepHen o¢yHKUMja Koja oapehyje MaKpPOCKOMCKE Be/IMYMHE U CamMO Ce OBE BPeAHOCTU
npeHoce y host memopujy, 360r npuKasuBarba pesyntata. Y Tpehoj Bep3uju je
MMHUMM30BAH NpuUcTyn rnobanHoj device memopwuju, OAHOCHO objeauHbeHU cy Kopauum
cMMynaumje cyaapa v nponarauuje y jeaHy KepHen ¢oyHKLUKjy, Kao wTo je Beh objallrbeHo y
Mornassy 7.3. YNopeaHu NpuKas BpeMeHa usspliaBakba (y CeKyHAama) AaT je Ha camum 7.5.

200 - 732.956
f/’,
700 +
@ e
5 600 y
& 500 7
> -
©
o400 )
= o
.|
o 300 {7
E rd
L 200 7
= o
100 + 8.236 6.24
e Py 2 Ay 4
0] = - — f

CPU LB wverzijal LB verzija 2 LB verzija 3

Cnuka 7.5 - YnopefHu nNnpuKas BpeMeHa 13BpluaBarba pas/iMuMTux sepsuja LB consepa

Ca cnvke 7.5 je ounrnegHo ga nowa MaHunynauuja MEMOPMjOM MOXKE O3 MMa Beoma
BE/IMKN YyTULAj Ha Bpeme M3BplIaBakba. [pBa Bep3unja LB consepa ce u3Bplasa ckopo 10
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nyta cnopuje of KAacuyHe Bep3uje, LWTO je HapaBHO HenpuxsBatT/bueo. [paBuaHa
MaHunynaunja memopujom (Kao y gpyroj u Tpehoj sBepsuju) je gosena Ao ybpsara o4 CKOpo
10 nyTa y 0A4HOCY Ha K/laCM4HY Bep3ujy, WITO je o4eKMBaHO ybp3arbe. AKO ce ynopean speme
nsBpwasarba gpyre u Tpehe Bep3unje, Buan ce pa Tpeha Bepsunja paaum 6pxke, 360r
ONTUMA/IHMjer NPUCTyna rnobanHoj MeMOopUjU, anun je pasnnKa Makbe APACcTUYHA, Y O4HOCY
Ha NpBYy Bep3ujy.

MNo6osbliarbe nepdopmaHcu noctojeher nporpama OAHOCHO ybp3akbe KOjU Ce MNOoCTUXKe
napanenunsauunjom 3aBucu o suwe pakTopa, anuv jegaH og raBHUX je NPoLeHaT nporpama
Koju ce He moxe napanenunsosaTn. Amdahl-oB 3akoH aeduHUWE MaKcMManHo ybp3are
Koje ce moxke noctuhm ako ce napanenusyje oapeheHn aeo nporpamckor kKoga [68].
MakcumanHo ybpsarbe ce MoXKe ogpeant npumeHom cnegehe dopmyne:

1

§=—n——_
(1—P)+§ (7.1)

roe je P ypoeo nporpama Koju ce napanenusyje (Hajnakwe ce MOXKe OoApeauTu aKko ce
noaenv Bpeme M3BpLIABatba Ae/a KOju Ce napasenusyje ca yKynHUM BpemMeHOM paja
KnacuyHor nporpama), a N je 6poj npouecopa.

Y cnyyajy LB consepa, morke ce cmaTtpaTth Aa je bpoj npouecopa jeaHak 6pojy CUDA jesrapa,
nakne 240. MehyTtum, ako ce mano ageTa/bHUje aHanusmpa mspas (7.1), nocraje jacHo Aa wTo

. . P . . .
je Behu 6poj npouecopa, ogHOC + Je Matbu 1 noctaje BeMUMHA HIXKET pesia, Koja ce Moxe

3aHemapuTh. Tako Aa ca nopactom b6poja npouecopa oBa BenMYMHA 3anpaBo rybu Ha
BaXKHOCTU. MoOXKe ce cmaTpaTh A4a oBO TBphere BaXKM 1y OBOM CAy4ajy.

[Jeo LB conBepa Koju ce He napanenusyje ykbydyje MHUUMjaNU3auMjy nogataka, Kao u
npukasuBare pesyntata. 36or Tora ce moxe pehu ga je yaeo nporpama Koju ce He
napanenusyje oko 5% oA yKynHor BpeMeHa paga nporpama, Wwro 3Haum aa je P = 0.95.

AKo ce 3ameHe BpeaHoctu 3a P u N, nobuja ce:
S =18,53 (7.2)

[aKkne, npoueteHo MakcMmanHo ybpsarbe Koje ce moxe noctuhu napanenumsauujom LB
conBepa (M npumeHom jeaHor Tesla C1060 GPU ypehaja) je 18,5.

Kaza ce nopean 6p3vHa paga napanennsoBaHor LB consepa y o4HOCY Ha KacUYHU coNBep,
notpebHo je MmaTn y Buay M ytuuaj bpoja uBopoBa LB mpeke, oAHOCHO AMMEH3MUja
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MaTpuua Hag Kojuma ce Bplue onepauuje. LLTto je 6poj usoposa Behu, ybp3arbe NOCTUrHYTO
npumeHom GPU ypehaja je Behe. Bpeme nsBplaBarba obe Bep3nje consepa je npuKkasaHo
Ha gujarpamy 7.6.

600 5 mCPU
EGPU

500 +

400 {7

300 7

200 4

100 17

10 20 50 100 200 250
CPU 1.045 3.541 19.843 77.346 324.716 512.822

GPU 1.684 1.965 3.9 6.24 19.703 31.153

Vreme izvriavanja[s]

Broj évorova LB mreie

CnukKa 7.6 - YnopegHu npmMKas BpeMeHa M3BpluaBakba 3a pas/iMunT 6poj YBopoBa

Ha canum 7.7 je npukasaHo KaKo ce ybpsarbe napanenusosaHor LB consepa y ogHocy Ha
KNAaCUYHKU CONBEP MeHa Y 3aBUCHOCTM o bpoja uBopoBa LB mperke. Kako ce 6poj uBopoBsa
nosehaBa, pacte u ybpsare. YKOnMKo ce ybpsarwe oppehyje Ha OCHOBY BpemeHa
n3BplUaBakba LENOr Mporpama, MakcMmanHa BpeaHocT u3Hocu 16.5 nyrta (3a 80.000
yBopoBa). asbe noseharbe bpoja YUBOpOBa HEMA yTULLAja Ha yop3atbe.
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25
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Broj cvorova LB mreze

Cnuka 7.7 - injarpam 3aBMCHOCTHM y6p3arba napasiesimsoBaHor LB consepa y 3aBUCHOCTH of
6poja uBopoBa

PeanHo gocTurHyTa BpeaHocT ybpsara og 16,5 nyta je HewTo marba og, npeasuheHnx 18,5
nyTa, WTO ce MoXe O06jacHUTU UYMHEHULOM Aa WMaKo MMHMManNM3oBaHW, TpaHchepu
noaaTtaka nsmehy host n device memopuje noctoje n notpebHo je ogpeheHo Bpeme aa ce
OHM M3BpLUE, @ TO BPEME HMje OUMPEKTHO YTPOLIEHO Ha M3BPLUaBatbe€ onepaunja Koje ce
MHa4ye U3BpLUAaBajy Yy KNacn4Hoj sep3mnju LB consepa. Ha canum 7.7 cy npukasaHe BpeaHOCTH
ybp3ata M3payyHaTe Ha OCHOBY WM3MEpPeHOr BpemMeHa M3BpluaBatba CamMoO OHOr Aena
nporpama y Kome ce CNpoBoAe onepauuje u3padyHaBara (net/ba no utepaumnjama, bes
npuKasueBama pesynTaTa). Y Tom cnydajy, ybp3ame Koje ce noctuKe je u Ao 21, wro je 4yak u

Behe og npensuheHe BpeaHOCTH.
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Kaga ce ynopeau lattice Boltzmann meToga ca gpyrMm KAaCcM4HMM MeToAama pPayvyHCKe
OWHamuKe dnymnaa, ounrnegHo je ga ce LB metopga 3HaTHO pasnukyje og octanumx. [naBHa
pas/inka je y HauuMHy Ha Koju ce onucyje ¢dayua. Kog KnacnyHux meToga, HernosHaTe
Be/IMYMHE Koje ce aobujajy pelwaBarbem HaBuje-CTOKCOBe jegHauymHE Cy MaKpPOMCKOMCKe
BE/IMYMHE — Nosba BP3MHE M NPUTUCKA, KOja Cy NPOCTOPHO M BPEMEHCKM NpomeHsbuBa. Ca
apyre cTpaHe, LB metoga cumynmpa gMHaMUKYy Tako3BaHe YecTMYHe QyHKUMje pacnogene,
KOja je n3BefeHa N3 KMHETMYKe TEOPMje racoBa M Koja NpeacTaB/ba BepoBaTHONY NocTojakba
yecTMua y Hekom npoctopy. Kapaktepuctmke daympa ca acnekTa KOHTMHYymMa ce Mory
M3pPasuUTU Ha OCHOBY QyHKUMje pacnogene, Koja ce M3padyHaBa Yy CBAKOM BPEMEHCKOM
KOpPaKy y OKBUPY CMMyAnauuje.

Mopgenuparbe conua-dayng MUHTEpakumje M yonwTe CUMynaumja KpeTakba COAUOHUX
yecTMua Kpo3 gomeH daympa je nocneprbux roamHa jako 4vecto obpahumeaHa Tema vy
CaBpeMeHMM pagoBMmMa M3 061acTU  NpUMeHe payvyHCcKe AuHamuke daymaga vy
6romeanumnHu. NocToju HEKONIMKO NPUCTYNa, a jeaaH o tux, IBM (eHr. Immersed Boundary
Method) je kopuwheH y oBom pagy. OBaj npuctyn je nocebHo pa3BujeH Aa 6u ce nakuwe
cumynumpanu npobnemun connga ca KOMMNIEKCHUM FPaHUYHUM AOMEHOM Koju ce Kpehy Kpo3
AomeH ¢nyunaa.

Cnpesarbe gomeHa connga v daynaa Koje je NpUmMereHO y OBOM pagy KOpUCTU cBe
npegHoctn LB u IB metope, ¢ o63upom pa ce gomeHu convaa v daywaa peluasajy
NPMMEHOM ABe He3aBUCHe Mpexe — PUKcupaHe Euler-ose mpexe 3a dbayna n nokpeTHor
CKyna Lagrange-oBux Tavaka 3a coana. 3axsasbyjyhu jegHOCTaBHOCTM TpeTupara AOMeEHa
dnynaa, pewaBame jeaHaunHa 3a dayua npumeHom LB metone je nojegHocTaB/beHO, 0K
ce NPMMeHOM He3aBMCHE U NPOM3BOJ/bHE Lagrange-oBe MpeXKe NaKo CMMY/IMPA KOMMJIEKCHA
rpaHMLa gomeHa conupa. PewaBawwe pomeHa dnymaa (pewaBare Hasuje-CTokcose
jeAiHauYnHe, ca AejCTBOM CMo/ballkbe CUJIE) je NOTNYHO MAEHTUYHO Kao Aa HEMa YpPOHEeHOr
connpa, a UHTepaKkuMja ca conngom ce cumynupa ysoherem cnosballkbe cuie, Koja ce
oapehyje Tako Aa 6p3vHa y rpaHMYHUM TavyKkama byae jegHaka Hyau (ga Hema neHeTpauumje
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dnynpaa y3 rpaHmuy connga). OBa cuna ce gUPEKTHO M3padyHaBa NPeEKo KopeKumja bp3nHe y
FPAaHUMYHMM Taykama. Mnak, ¢ 063Mpom fa ce CBe Be/MYMHE Be3aHe 3a MHTepaKuujy
payvyHajy MHTepnonauMjoMm Npeko Tavyaka Ha rPaHWYHOj NOBPLIMHK, NnpumeHom Dirac-ose
Aenta ¢yHKuMje, NocToju oapeheHa rpelwkKka y Ta4HOCTM M3pPayyHaTUX BPeaHOCTU. Y Tom
cMmucny je 6utHo opabpatm oarosapajyhy ryctuHy obe mpexke, Aa 6u ce usberne rpelke y
payvyHaby.

Y 0BOM pagy Cy NpuKasaHu pesyntatn fobujeHn npumeHom nocebHo passujeHor copTeepa
Ha 6a3n LB meToge, ca MMNNEMEHTUPaAHMM Cchpe3arem AOMeHa connga wn daymaa.
[obunjeHn pesyntatn cy ynopeheHun ca pesyntatuma Koju cy AobujeHn npumeHom 6pojHMX
NOMEHYTUX MeToZa W Koju cy objaB/beHU y nuTepaTypu. CUMyAMpaHO je YyKynHo 8
pa3nnMunTnx npobaema Koju cy 3HayajHM y obnactn GuomeamumHe, Kao WTO je Ha Npumep
KpeTare YecTuua Kpos budypkaumjy unm aptepujy ca cteHosom. Mopehere ca apyrum
pe3yntatTuma w3 nutepatype uM A06po noKnanakwe pellera AOKa3yjy Aa Ce passBujeHu
codTBEP MOKE yCnewHo NpMMeHnBaTH 3a CMMylaumje CTpyjakba HecTuw /bmsor payunaa.

Ca ppyre cTpaHe, YMHM ce Oa NPOrpamMm 3a HayyHe CMMmysauumje 3axTeBajy CBe BuLe
payyHapCcKux pecypca. lNepcoHanHu padvyHapu Buwe He mory gda npate Te nosehaHe
3axtese. NVIDIA je cBojom cepujom Tesla GPU ypehaja noHyauna gobpy antepHatvsy 3a
pewaBatbe OBOr HOBOHacTanor npobnema. MpumeHom GPU vypehaja noctojehun
KOMM/IMKOBAHWN M 3aXTEBHW MPOrpamm ce Mory gpactuyHo ybpsatun. 3axsamyjyhun nocebHoj
TexHonoruju Kojy je passuna NVIDIA, TakosBaHoj CUDA (eHr. Compute Unified Device
Architecture) apxuTekTypu, npunarohaBartbe nporpama 3a pag ca GPU ypehajuma je
3Ha4yajHO nojeAHOCTaB/bEHO. Y oBOoM paay je npumeHom CUDA apxuTekType Beh nomeHyTn
LB consep napanenusosBaH u ynopeheHa je 6p3nHa paga KnacuyHe M napanennsoBaHe
Bep3unje. Ha cneumnjannsosaHom Tesla ypehajy nocturHyTo je ybpsame o yak 20 nyTa, WTO
npeacras/ba BeNUKY ywTeay BpemeHa. Cumynaumje ctpyjamba daymga wn conma-daywa
WMHTEpPaKLUMje, 33 Koje je paHuje Tpebaso M NO HEKOAMKO caTW, caga Cce M3BPLUABAjy 33
HEKOJIMKO MMUHYTa, LITO je CBAaKaKO 3HauyajHo. KpeTarbe conMaHux yectmua ce npMMeHoMm
napanenusoBaHor copTeepa MOXKe NPaTUTU MHTEPAKTUBHO.

OHO wWwTO je eBuaeHTHO je pa je LB meTopa nocneagrwux roguMHa nocrana Beoma
MHTEpeCaHTHA M MNPUMEH/bMBA Y CUMynaumjama cTpyjatba bnaympa, npe csera ca
KOMMNEKCHUM AOMeHOM Gaynaa un ca CONUAHUM YecTULama Koje ce Kpehy yHyTap AoMeHa.
YnpaBo 3aTo je Tema OBOr paga mogenunpake conna-eayuma uHtepakumje npumeHom LB
MeToae. Y3 He TaKO Be/IMKeE M3MEHE Y METOA0/10TUjU, pa3BujeHn LB conBep ce morke aasbe
NPOWNPUTM TaKO Ja CUMyAuMpa KpeTakwa aedopmabunHux uyectnua. Takohe, Tpeba
HanoOMeHyTU Ja WaKo cy CBU npobaemu pasmaTpaHuM y OBOM pagy 6unm paBaHCKM u
CTpyjarbe dnymaa ABOAMMEH3MOHAHO, CBE jeAHAUYNHE KOje Cy HaBeaeHe Cy YHUBep3aaHe m
IBM npucTyn BaXku 1 3a TPOAMMEH3NOHANHU fOMeH. TO 3Ha4YM ga ce Leo KoHLenT moxke be3
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Behux npobnema NpMMEHUTM M 33 TPOAMMEH3MOHanHe npobneme. 360r jeaHOCTaBHE
nMnaemeHTaumje conna-dbayma HTepakumje, aam 1 3HavyajHoO cMarbeHe Bp3nHe paga Koja
je nocTUrHyTa napanennsauunjom, passmjeHn copTBep MMa BEJIMKM NOTEHLUN]jaN Kaaa je ped o
NPaKTUYHO] NPUMEHM Y CMMYyAaumnjama peanHux npobaema y OMONHKEHEPUHTY.
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AopaTak A

CTpyKTypa Mpe)e ca g pasnnuMTMx npasaua 6p3uHa y d-AMMEH3MOHOM MpPOCTOpYy ce
03Ha4yaBa Kao DdQq mpexa (eHr. lattice). 3a cumynaumje cTpyjarba M30TEpManHoOr
HecTuws/bmBor Gpaynaa KOpuUcTn ce HeKonmko 2D u 3D CTpyKTypa Mpexe U OHM Cy oBae
HaBeZeHMW. 3a CBaKM TUN je gaTa CAMKA Koja UNycTpyje npasue 6p3unHa. Takohe, Aatm cy u
oarosapajyhu koepuumjeHTn — TeXKMHCKU KoeduunjeHTn w;, KoedununjeHTn 3a gednHUcare

ancyncHux oca v;.

Tpeba HanomeHyTU Aa je 3a CBe HaBeAeHe CTPYKType KoepuuMjeHT o3HayeH Kao ,6p3nHa
3BYKa mpexe” c; UCTU 1 U3HOCHU:

2 —

C" = g
4/9 i=0
D2Q9
¢ w; =4{1/9 i=1234
6 - 5 1/36 i=56,78
((0,0) i=0
3 . (+V3,0) .
- i=1234
0 "7 (0,4v3)
7 8 (+V3,£V3) i=5678
4
2/9 i=0
D3Q15
¢ w; =41/9 i=1-6
\ 1/72  i=7-14
‘ £ (0,0,0) i=0
(++/3,0,0)
i > v =4 (0,£V3,0) i=1-6
a (0,0, £V3)
/ v \ (£V3,4V3,£V3) i=7-14
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1/3 i=0
b3et w; = 1;18 i=1-6
1/36 i=7-18
¢ ((0,0,0) i=0
A *T Z (£v3,0,0)
(0,£V3,0) i=1-6
4—‘ o v =< (0,0, -{_—\/§)
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’ [(+V3,0, +v3)
8/27 i=0
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t7)1/216 i=7-14
1/54 i=15-26
((0,0,0) i=0
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