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Pe3unme

[Toy3maHOCT MamIMHCKOTI cucTeMa ce JeduHHIe Kao BepoBartHoha, na he cucrem
WCIIPAaBHO PaguTH Yy oJpeh)eHOM BPEMEHCKOM Iepuoay. Y paay Cy IpBO O0jalllleHH HEKH
OCHOBHHM TIOJMOBHM BE€3aHHM 3a caMy Moy3JaHocT. HakoH Tora je Owio peun o Monenuma
pacroziesie BpeMeHa HCIPaBHOT paja, Kao ITO je: eKCIOHEHIMjaaHa, HopMayiHa, Perejesa,
norHopMainna, BejOoymnoBa, I'ama, bera m CrynenToBa pacmojena, ka0 W OWHOpMalHa,
[ToacoHOBa M reoMeTpHjCKa pacrojena; I/ie je aKIeHaT CTaBJbeH Ha HOPMAJHY PacHoOACTy
Kao Hajuenrhe kopuirheHy.

K.]'by"IHe PpeYn: I0y3J1aHOCT CUCTEMA, MOJICJIN pacIIog€ii€, I'yCTHHA PaCIIoJLIIC,
HWHTC3UTCT OTKa3a.

Abstract

The reliability of the mechaical system is defined as a probability that the system will work
during a defined time period. In the thesis were fistly explained some of the basic principles
of the reliability. After that i was discusted about the types of the distribution of the time of
corect work, for example:exponential, normal, Rayleigh’s, log-normal, Weibull’s, Gama,
Beta, Student’s distribution, binormal distribution, Poisson’s and geometrical distribution,
where the accent is at the normal distribution which is the most used one.

Key words: the reliability of the system, types of distribution, distribution density,
intensity of the collapse.
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1. yBOA

On caBpeMeHHX TEXHHMYKMX CHCTEMa 3axTeBa CE€ BHCOK HHUBO TIOY3aHOCTH, Y3
HCTOBPEMEHO CMakhCHhE TPOIIKOBa U cCKpahema BpeMeHa pa3Boja.

VY CBakOAHEBHOM >HBOTY BpPJO YECTO Cy Yy yNOTpPeOM IOjMOBH KOjH C€ OJHOCE Ha
MOY3JJaHOCT TEXHWYKUX Tpom3Boja M oOjekata [1]. IbuxoBo 3Haueme ce 0OOMYHO
noapazymeBa. MelyTuM, paam KBaHTUTAaTUBHOT onpeuBama TMOjEHUX BEIMYMHA U
mapaMmerapa KOjH KapakKTepHIy Te II0jJMOBE, HEONXOJHO HX j€¢ TPEHHu3HO ACPUHHCATH.
Erzakran mpuctym oBoMm mpoOiemy Oa3upa ce Ha TEOpUjU MOY3AaHOCTH Kao HAy4YHO]
IMCUUIUIMHU KOja ce 0aBHM MPOYyYaBamkEM 3aKOHUTOCTH, KOJUX ce Tpeda MpuapkaBaTH NpH
NPOjeKTOBakY, KOHCTPYHCAamy, WCIUTHBAIKY, MPOM3BOIAMBU W EKCIUIOATAlMjU TEXHHYKUX
MIPOM3BOJIA, KAKO OM OHM UMAJIH IITO AYKH PaTHHU BEK, a THME M MAaKCUMAIIHU PAJHU YUHHAK.

[Toy3naHoct je BepoBaTHOha, Ha onpel)eHOM HUBOY MOBEpema, Aa he cucTeM ycCIenHo,
0e3 oTkasza, 00aBUTH (DYHKIH]y 3a KOjy jeé HAMEHCH, YHyTap CHCIH(PUIMPAHUX TpaHHUIA
nepOpMaHCH, Y TOKY CIEHU(HIMPAHOT BPEMEHa Tpajama 3ajJaTaka, Kaja ce KOpUCTH Ha
MPONKMCAaHN HAuYWH M Yy CBPXYy 3a KOjy jé HaMEmeH, NoJ Creuu(uIrpaHiM HHBOUMA
onrtepehema, y3umajyhu y 003up ¥ MpeTX0AHO BpeMe KOopHIIhema cucTeMa.

HcTopujcku, pa3Boj HayKe O MOY3JaHOCTH j€ peNlaTHBHO Kpartak anu Oypas [2]. CmaTpa
ce Ja IMpBa HMCIUTHBAmba IOY3JaHOCTU IMOYHEY Ca NPUKYIJBEHHM I0JaTaka O OTKa3uMa
MOjeIMHUX arperara Ha aBHOHUMA TPHJIECETUX TOJIWHA TPOLUIOT BEKa, Kaja W TOYHE
eKcraH3uja Kopumhema aBroHa. Ha 0a3um oBHX mojaraka MOINIM Cy ce JAOOWUTH M TPBU
MoKa3areJsbu NOy3AaHOCTH, Kao HITO je HallpuMep cpelu Opoj oTKasza o aBuoHy. [ToueTkom
YeTpJeCeTHX IOJMHA YTBphyje ce MpoImuc 1a aBUOHH MOTY MMaTH HajBHUINIE jeJaH OTKa3 Ha
JeceT XWJbaJa dYacoBa JieTa, ¢ OO3MPOM Ha BHCOK CTEMEH OMACHOCTH TaKBOT OTKas3a.
Maremarnuka Teopuja MOy3IaHOCTH HajIpe ce pa3BHia YeTpleceTux roanHa y CjeanmeHnm
Awmepuukum J[Ip>xaBama u menecetux y CoBjeTrckoM caBe3y, IITO je OWiIo y Be3u ca
NpOyYaBambeM pPAJHo0 M EJICKTPOHCKHX CHCTEMa y TJIaBHOM 3a MOTpede BOjHE TEXHHKE.
Kacuuje cy npoGieMu Mmoy3aaHOCTH HMPOIIUPEHH W HAa MAIIMHCTBO, IITO je OWJIO y Be3u ¢
HEONMXOTHUM o00e30ehemeM MOoy3MaHOCTH MalllMHA. 3axTeBU 3a IMOy3JaHoImhy CBe BHIIE
pacTy, Tako Jla Cy JaHac y Pa3BHjeHHM 3emJbaMa pa3pal)eHu MmoceOHH MpONMHCU KOojuMma ce
NPEeIHU3UPajy TEXHUYKN YCIIOBH NOY3/1aHOCTH OATOBOPHHX CHCTEMA.

C noBehamem motpouime, cBe ce BeheM Opojy mpou3Bohauya eKOHOMCKM HCIUIATH Ja
MIPOIIMPY]y TAJETy CBOJHX MPOM3BOA KaKO OU 3aI0BOJBHIIM JKEJhE M MOTPEOE J1e1a TPIKUIITA
Ha KOjU Jocaj HUCY padyHaiu. Kao mpumep oBOr TpeHIa MOKe MOCIYXUTH ayTOMOOMIICKA
WHIYCTpHUja Yy KOjO] je TpHUMeETaH TpeHI moBehama IMOHYyAE THIOBA BO3Wja Koj BehwHa
npousBohaua. Kommanuje koje Cy y NpOLUIOCTH CJOBWJIE Kao IPOU3BOhAUM BETHKUX
ayTOMOOMJIa CHa)KHUX ITOTOHCKUX arperara HaMemeHNX BehnM mopoaniiama 1 JbyiuMa Koju
MyHO TMYyTYjy, JaHac HyJe M Maja BO3WJa HaMEHmEeHa IPaJCKOj BOXIbM, a NPOou3Bohaun
THUIIMYHO CHOPTCKUX ayTOMOOMIIA Hy/Ie TEPEeHCKA BO3MIIA.

VY3 KynoBUHY KOMITOHEHATa O]l CIICIHjaIu30BaHUX Mpou3Bohaua, miardopMcku pasBoj
Mpou3Boja T¢ KOpUIThemheM yCiyra UCTHX AU3aJHEPCKUX Kyha, BPJIO j€ TEIIKO pa3InKOBaTH
BO3MJIa KOje Mpou3Bohaun U3 pa3IMuUTHX JIEJI0Ba CBETa Hy/le MOTEHINjaTHUM KYIIHIMA.
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Naxko je moryhe roroBo kojx Omino koje Mapke ayromMoOmia Hahu BO3MJIa UCTE CHare
MOTOpA, TOTPOIIEE TOPUBA, JOJATHE OTMIPEME U JTM3ajHa, IOCTOjU PA3JIor 300T KOjer Cy KyIIu
CIpeMHH 3a oJipel)eHe MapKe IUIaTUTH MYHO BHIITY IIEHY.

Pa3zjor oBakBe CIipeMHOCTH KyTIIa J1a HA3UBHO UCTH MPOU3BOJ IUIATH ITyHO BHUIIIC JICKHU
y UYUBCHHLM Ja Kynuu ojpeheHe Mapke Npou3BOAa cMmaTpajy mnoy3gaHuM. HMako je
ayTOMOOWICKAa WHAYCTpHja MOXKJIa HajOOJbHM TPUMEpP, CIMYHA j€ CUTyalHja U ca JAPYyTUM
npou3BoauMa. HezaBuCHO 011 Tora Ha KOjH je HAaUMH HAaKJIOHOCT KYTIIla CTEYEeHa, aKo je Kymail
HE 3a710BOJbaH, Op30 he oTyunTH 3a MPOM3BOJ] KOHKYPEHTCKOT Mpou3Bohaya, a ca ’bHUM, Kao
nocjenuIa leroBor UCKyCcTBa, U oapeheHn Opoj leroBUxX MO3HAHHKA.

[Toy3nanoct crora urpa cBe Behy yiory, IOroToBo y CEKTOpY TEXHHUYKHUX IPOHM3BOJA
Kao IITO Cy BO3WJIA, PYYHH ajlaTH MM MOTPOIIAaYKa eJIEKTPOHUKA I/ie ce 300r BeIuKor Opoja
dbyHKIHMja, Ka0 W CJIOKEHOCTH HHUXOBOT H3BpIIaBama BP0 Op30 yTBphyje cTemneH
MOY3JJaHOCTH.

Hayka o moy3qaHOCTH TEXHHYKUX HAIlpaBa M CHCTEMa Ce TEeMEJbH Ha IPUMEHH TEOpHje
BepoBaTHOhe M MaremaTuyke ctatucTuke. OBe MareMaTHuyKe TUCHMIUIMHE cy omoryhuie
paspajy CHenujaTHuX MeTo/a MpopadyHa OCHOBHHX ITOKa3aTesbha MOY3IaHOCTH.
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2. OCHOBHM/ MNOJMOBU BE3AHU 3A INOY3OAHOCT U
NMOKA3ATEIbU NMOY3OAHOCTH

Pagu nakmier u jacHUjer mpoydaBama MOY3/1aHOCTH TEXHHUKHUX CHCTEMa MOTPeOHO je
MpBO Je(UHUCATH HEKE OCHOBHE IMOJMOBE M3 O0JACTH TOY3IaHOCTH Kao INTO Cy: oOjekar
MOY3JJaHOCTH, TapameTap (yHKIMOHHCamka, pajHa CIIOCOOHOCT, OTKa3, BpPeMEe HCIIPABHOT
paza, TpaHUYHO CTamke 00jeKTa U PaIHA BEK.

Ob6jekaT y Teopuju MOY31aHOCTH MPEACTABIbA MPEAMET Ha KOJU C€ TOY3IaHOCT OJHOCH.
O6jekar nmoy31aHoCTH MOYKE OUTH TEXHUUYKH CHCTEM HJIA FbeTOBU EJIEMEHTH.

[TapameTrpu (GyHKIMOHHCAamba KapaKTEPHUILy pa3IMYHTa CBOjCTBAa 00jeKTa Kao IITO CY:
MoKa3aTresbl TAYHOCTH (DYHKIMOHUCAKka, MEXaHWYKE KapaKTePUCTHKE, KHHEMATCKH W
JIMHAMHYKH [TOKA3aTeJbH, EKOHOMCKH MTOKA3aTeJbH, €KCIUIOATAIIMOHN TIOKA3aTeJb! HTI.

Pamna ciocoOHOCT TpecTaBsba CTamke 00jeKTa IMPU KOME je OH crioco0aH Jja U3BpIIaBa
CBOjy 3amaTy (yHKIHU]y, a Aa mpu Tome oapeheHu mapameTrpu (QyHKIMOHUCAma He mpehy
rpaHUYHE BPEIHOCTH.

OrTka3 je jenaH 01 OCHOBHMX I10jMOBa KOjU (PUIYpHILY IIPU pa3MaTpamy MO0Yy3/1aHOCTH U
CUTYpHOCTH MAallIMHCKUX U YOTIIITE TEXHUYKUX CHCTEMA.

OTka3 o0jekTa je norahaj Koju MMa 3a mocieaully ryoutak paane cnocoOHoctu. Iloa
TEPMUHOM ,,jorahaj* moapazymeBa ce JUHAMUYKA MPOMEHA CTama CUCTEMa, IITO 3HAYM Ja
rojaBa OTKa3a JOBOJM 10 HEIUIAHHPAHOT M HETIOKEJHHOT CTamha CHCTEMA.

OTka3 HacTyna Kaja IocJie U3BECHOT BPEMEHCKOT MepHoa paja Omiio Koju mapamerap
(bYHKIMOHHCAkha JOCTUTHE TPAaHUYHY BPEIHOCT.

Bpeme paga mo oTka3a oOyxBara BPEMEHCKH IEPHOJ HCIPABHOT pada 00jeKTa 0
HacTynama oTkaza. OBo BpeMe je e(peKTUBHO BpeMe (PyHKIIMOHUCAaka 00jeKTa.

OTka3 W BpeMe HCHpaBHOT paga MOTy ce AeuHucaTH MOCMAaTpameM 3aBUCHOCTH
KapaKTepUCTUYHUX TMapamerapa (QYyHKIHMOHHCAama Yy (YHKIMjU OJ BpeMeHa, uuja je
WIycTpanuja aata Ha cymnu 2.1

x(t) A
oTKa3
xgg —F’,{ -
L 22 §
¥ |
o H
‘ oTKa3 /'r \?“‘

Tt

Cnuxa 2.1 [lujacpam 3aeucnocmu xapakxmepucmuinoz napamempa
QyHKyuoHucarea x 00 epemenat.
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ITocmaTtpanu napamerap (yHKIHMOHHCAmba Ha MOYETKY pajia CUCTEMA UMa BPEIHOCT X
aJli y TOKY BpeMeHa (pazia) OH ce Memha. AKO Y HEKOM TPEHYTKY Iapamerap (pyHKIMOHUCAamba
IOCTUTHE OWIIO TOPHY TPAHUYHY BPEIHOCT Xgg, MM JOBY IPAaHUYHY BPEIHOCT Xq4, JohH he
710 OTKa3a CUCTEMa.

I'pannuHO cTame 00jeKTa MpencTaB/ha OHO CTalke MPU KOME Jajby EKCIIOATaIlH]jy
o0jexTa Tpeba npexkuHyTH. OHO HacTaje Kaja je Aajbe eKOHOMCKU HEOIpaBJIaHO M3BPIIABATH
MoTIpaBKa 00jeKTa.

Paguu Bek oOjekTa je BpEeMEHCKH TMEpHOJA KOju o0yxBaTa IIEJIOKYITHO BpeMe
eKcIutoaTaije o0jexTa, y3umajyhu y o03up cucteM peMoHTa 00jeKTa.

2.1 NokasaTerbu Noy3aaHoOCTU

Ca mpoOieMOoM KBaHTUTATUBHOT H3pakaBama IIOYy3[aHOCTH IIOBE3aH j€ IojaM
nokaszaresba moy3fgaHocTd. Iloxg oBHUM MOjMOM  moOJpa3ymMeBa Ce€ KBAaHTHTAaTHBHA
KapaKTepHUCTHUKA HEKOT O] CBOjCTaBa Koje oapelhyje moysmaHocT.

Jlo KBaHTUTAaTHBHMX I10JIaTaKa O MOY3JAHOCTH MOXKE ce YIrJlaBHOM jaohu Ha cieneha
TPHU HAYMHA: TIPOPAYYHOM, JJAOOPATOPHCKHA U Y TOKY €KCIIoaTallnje.

[IpBu HaumH je moceOHO MHTepecaHTaH 3a ypehaje mnmm cucreme [1]. Iloctymak ce
cacToju y YyTBphHBamy CTeleHa I[0y3/laHOCTH Ha OCHOBY II03HaBama MOY3JaHOCTH
KOMIIOHEHaTa Wiu 0JIoKoBa, Kona ypehaja u mpeasuhenux pexuma pana. Tako yTBphena
MOYy37aHOCT je TpopadyyHara moysgaHocT. Op 3Hayaja je mMpu pa3BUjalby HOBUX THUIIOBA
ypehaja u cucrema, kaaa ce y ¢a3u npojeKToBama y3uma y 003up norpedHa 1moy3aHocT Kao
jelaH oJ1 3aXTeBa KOju Tpeba J1a UCITyHH MPOjEeKTOBaHH ypehaj.

Jpyru HaumH no0Hjama mojaTaka o MOy3AaHOCTH je abopatopujcku. [loctoje pasHe
HOpMajHe W YyOp3aHe cTaTHYKe M JAMHAMHUYKE METOoJe YyTBphuBama MOYy3JaHOCTH Y
nabopaTopHjCKUM yciaoBUMa. McnuTHBama ce BpIle OMI0 y HOpMAJIHUM, OMIIO y TMTOCEOHUM
peXUMHUMA paja.

Haj3an, HajmpupogHuju HauyuH Ao0OMjama MojaTaka O TOY3/1aHOCTH jé Ha OCHOBY
excrutoatanyje. Crnienuduyad npoOieM KOju ce PH TOME jaBJba j€ OpraHu3alja 100ujama
uH(popMalrja 1 BEpoJOCTOJHOCT.

C 003upoM Ha TO Kako je MmojaTak o Moy3JaaHoCTH (OpMUpPaH, TOBOPH C€ O YTBPHEHO],
OLICEbEHOj, EKCTPAIlOIUPaHOj, MPOTHO3UPAHO] W CTBApPHO] IMOY3JAaHOCTH. b0 K0jOj
KapaKTEPHUCTHIIHM TIOY3/IaHOCTH JIaje ce je/Ha o7 OBUX Bep3uja. Bep3uja “yTBphen” ogHocH ce
Ha MOJIaTKe JOOHMjeHe Ha OCHOBY MCIIUTHBAKA Y KOJeM CBH UCIIUTHH y30pIH HUCY NPECTaIN
na pane. Bepsuja “onemeH” OJHOCH ce Ha MOJaTKe KOoju cy oxapeheHw ca oaroBapajyhum
HUBOOM  BEpPOAOCTOJHOCTH U  MPEACTaBJbajy  TIPaHUYHY  BPEIHOCT  MHTEpBaja
BEpOJ0OCTOjHOCTH. Bep3nja “excrpanosmpan” OqHOCH CE€ Ha TOJIATKE O TIOY3/1aHOCTH Y JaTHUM
yCIIOBMMa pajia Koju Ccy Ae(pUHUCAHM EKCTPAaIoJallijoM WM HWHTEpPHOJalujoM YTBpheHHx
WJIU OIIEH-EHUX TOJaTaKa O MOy3/JaHOCTH y APYTUM yciIoBHMa pajaa. Bepsuja “nporno3upan’
OJTHOCH C€ Ha TOJAATKe MpopauyyHaTe Ha OCHOBY yTBpheHE, OLCH-EHEe WIIM €KCTparoIupaHe
noy3aaHoctu. Bep3uja “cTBapHa’” OgHOCH ce Ha mMojaTak J0OWjeH Ha OCHOBY MCITUTHBaMmA Y
TOKY KOjer Cy CBH Y30pLM IpecTalnd Ja paze. MaTemaTHuka IpencTaBa IOKas3aresba
MOY37IaHOCTH j€ TOBE3aHa ca TEOPHJOM BepoBaTHOhE U MaTEMaTUYKOM CTaTUCTUKOM.

[IpBu moKa3aresb MOY3/1aHOCTH KOjU C€ OAHOCH Ha MCHPABHOCT 00jeKTa MpeacTaBiba
BepoBaTHOha Oe3oTkaszHor pazaa [3]. OBaj mokaszaTesb Jaje OIlEHYy BepoBaTHohe ma y
onpeheHom BpemeHCKOM mepuoay Hehe gohu 10 mojaBe OTKas3a, OJHOCHO na he objexar
WCIPABHO PAJIUTH.
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Axo je T ciydajHa MpOMEHJbHBA BEJIMUYMHA KOja O3HAa4YaBa BpeMe I0jaBe OTKa3a, OHJa
he BepoBaTHOha 0TKa3a y (GyHKIHM]U BpeMeHa OUTH jeTHAKA!

P(T<t)=F(),t>0. (2.1)

Odynknuja F(¢) 30Be ce PyHKIM]ja pacmoiesie 0TKa3a M OHa MoKas3yje BepoBaTHohy na he
CHCTEM OTKa3aTH J0 BpeMeHa f. Y TeopHju BepoBaTHohe oBa (yHKIIHja ce 30B€ KyMyJIaTHBHA
¢dbyHknmja pacrozaene. AKO ce MOy3JaHOCT CHCTeMa O3Hayu Kao BepoBaTHOha 0€30TKa3HOT
pazna y BpeMEHCKOM MHTEpBaIy £, MOXKE CE MUCATH:

R(t)=1-F(t)=P(T> 1), (2.2)
rne R(f) o3nadaBa (GyHKIHN]Y TOY31aHOCTH.

Ha cnumm 2.2 npuka3zane cy QpyHKIMoHanHEe 3aBUCHOCTH F(¢) U R(f).

1 _______________________
R(t
t Kpusa HenoysdaHocmu F(t)
0.5 Kpusa noyszdaHocmu R(t)
F(t1)
0 —

t ¢
Cruxa 2.2 @yuxyuonanme 3aeucnocmu F(t) u R(t)

[TokazaTess BepoBaTHOhe MctpaBHOT pana R(f) ce kpehe y rpanuiama ox 0 mo 1. Kana
nokasaresb R(f) uma BpeaHoct 0 kaxke ce 1a je o0jekar Hemoys3aH, a kaja je R(¢) = 1 o6jexar
j€ curypaH.

®dyHKMjy TycTHHE OTKa3a ce oOenexaBa ca f{f), a HA OCHOBY OCHOBHHUX 3aKOHA W3
TeopHje BepoBaTHONE MOKE CE HAIKCATH J1a je:

dF (t)

AU P

[Ipema Teopuju BepoBaTHOhe OBa (pyHKIHja ce 30Be (yHKIIMja TyCTHHE BepoBaTHOhe.
Ha ocHOBY npeTxonHux aepuHUIM]a MOXKE CE HAMMCATH U3pa3 3a PYHKIN]Y TTOY31aHOCTH:

R()=1-F() :1—} f(t)dt = T fydr. (2.4)

(2.3)

Jaxe, noBoJbHO je 3HaTH 00nuK (pyHKUHM]e f(f) ma ga ce noduje GhyHKIUja MOy3qaHOCTH
R(?). TIpermiocTaBiba ce a ce HCTOBPEMEHO ucnutyje n cucreMa. [lociie ogpelheror Bpemena
t, N} CUCTeMa HHCY OTKa3aJi, a 71 CUCTEeMa Cy OTKa3aJlu Ipu 4emy je ny=n—n;. [Ipema oBome
Y Ha OCHOBY JIO CaJla pEYEHOT O TI0Y3/1aHOCTH, R(f) ce MOKe U3pa3UTH Kao:

n (¢ n (¢
R(t) = __ n@ 2.5)
h n, (¢) +n, (1)
3HauM Na oBa jeJHAYMHA TOKa3yje BepoBaTHOhy Oe30TKa3HOT pama OWIo KOT Of 7
CHUCTeMa Y TOKy BpEMEHa f, jep je OHa Kao IITO je peueHo ¢GyHKIHMja BpemeHa. [lo moruiu
CTBapH, jaCHO je Jla KaKko / pacre, CBE BHIIEC W BHIIE CHCTEMa OTKa3yje, IITO 3HA4YM Ja he
noys3zaaHocT onaaaty. [IpeTxoaHa jenHaunHa ce Moke Hamucaty y ciaenehem oOnuky:
n—n,(t n,(t
n

n
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JleBa m necHa CTpaHa NMPETXOJHE jeAHAYMHE ce MOry audepeHnuparu ma ce noduja
cienehe:

_n (?)
ar@y M1 1 an
_ __Ldm® (2.7)
dt dt n dt
IJIe je 77 KOHCTaHTHO.
Ha ocHoBy oBor ce no6uja u3pas 3a GpeKBEHIIH]Y ca KOjJOM CHCTEM OTKa3yje:
dn,(1) _ Y dR(t) . (2.8)
dt dt
Cana je moryhe 0o0e cTpaHe MPETXOIHE jeAHAYNHE TTOCIIUTH ca 1(1):
1 dn,(1) _  n dR(t) (2.9)

n() dt  n(t) dt
W3 npeTxomHe jeqHaunHe ce MOxe neduHucaTH PyHKIMja MHTEH3UTETa OTKa3a A(f):

1 1 dR
Ay =— ) 1 dR@) (2.10)
n(t) dt R(t) dt
OpnaBne ce Moxe nob6uTH ommTa Gopmyia 3a (GyHKIU]y Toy3gaHoctu R(f). Moxe ce

HaMUCcaTH Ja je:
dR (t)

—At)dt, (2.11)
OI[HOCHO

dR() _
! RO) j At)dt, (2.12)

OOJHOCHO:
In R(?) :-j A(t)dt (2.13)
0

U Ha Kpajy:
—j‘ﬂ(z)dt
R(t)=e® . (2.14)
®opmyna (2.14) maTeMaTHYKH OMHCY]j€ MOY3aHOCT Ha HAJOIIITHJA HAYMH U MOXE Ce
NPUMEHHUTH 32 OMII0 Kojy (pyHKIHMjy rycTuHe oTkasza. M3 jennaunne (2.2) MOXe ce HalucaTu
na je:

F(t)=1-R(1), (2.15)
ra ce 3aMeHOM Y jeaHaunHu (2.3) mobuja:
dR(t)
= 2.16
f@)= % (2.16)

Wmajyhu y Buay uzpas (2.16), dyHKIMja MHTEH3UTETa OTKa3a Kako je Je(hUHHCAHO
u3pasom (2.10) Mmoxke ce HamKMcaTu U 'y cienehem oOIuKy:

an =10 2.17)
R(t)
3nauaj oBe (YyHKIHUjEe je y TOME IMTO TOKa3yje KaKo C€ y TOKYy BpEeMEHa Mema
WHTEH3HUTET OTKa3a HEKOT CUCTEMA.
OueknBaHO BpemMe Oe30TKa3HOT paja JeUHHIIE ce Ha OCHOBY cienehe jennaunue:

T = Tr- f(t)dt . (2.18)
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N3zpa3 3a Ty, Moxke ce 10OUTH U y IpyroM oOMKy. Ako ce jemHauuHa (2.16) 3ameHu y
jemnauuny (2.18) mobuja ce cnexneche:

T, = —]O tdR(t) = —tR(t)|; + TR(t)dt . (2.19)

JacHo je ma mpBH 1eo 30mMpa TEeKU HyJIHM 3a 00€ TpaHUIle Ha OCHOBY AehuHunuje R(f)
npeko A(f), jep je y nuTamy eKCIOHCHIMjamHa QYHKINja, a xe~ Kaja X TEKH o0 TEKHU HYIIH.
Ha ocnHoBy oBora, apyru oOJHMK 3a OYEKMBAaHO BpeMe O€30TKa3HOI paja CHUCTeMa je JaT
U3pa3oM:

T = TR(t)dt. (2.20)

AKO ce CHCTEeM KOju C€ HCNHTyje OOHaBJha OJPXKABAkEM WM TOMpaBKaMa, Tj. Y
ClIy4yajy TaKO3BaHHUX OOHOBJBMBHX CHCTEMa, OYEKHBAaHO BpeMe 0€30TKa3HOI pajia je MO3HATO
1oJ Ha3uBOM cpenme Bpeme usMely otkaza (MTBF — Mean Time Between Failure). Ilpu
TOME je jacHO Jla ce MoJla3u OJf MPETIIOCTABKE Jia je MOHAIIake MONPaBJbEHOI CHCTEMA Y
MoTJIeZly WHTCH3MTETa OTKa3a WCTO Kao Koj HOBor cucrema. Koj Tako3BaHUX
HEMOMpPaBJbUBUX CUCTEMAa TOBOPU CE€ O CPEIHEM BpEeMEHY pajga J0 MPBOT OTKasza, WU
JETHOCTaBHO O cpeameM BpemeHy 1o otkaza (MTTF- Mean Time To Failure). Bennunne
MTBF wn MTTF Tpeba yBek KOPHUCTUTH Kaja je crenuduuupana GyHKIMja TYCTUHE OTKa3a,
jep HHMBO TIOY3JaHOCTH KOjU ce MOxe mnpunucatu onapehenoj Bpemnoctu MTBF u MTTF
3aBHCH Of] 00JIMKa Te PyHKIHje. AKO ce ImocMarpa # CUcTeMa KOju Ce UCTIUTY]Y, IPU YeMY Ce
Oenexxe BpeMeHa paaa uamel)y oTkasa ¢y, f, ..., t, onga he MTBF outu:

MTBF =lel. . (2.21)

i=1

2.2 PyHKUMja MHTE3UTETa OTKa3a U BeK Tpajatba cucrtema

VY moderky kopumihema HEKOT cHcTeMa OOMYHO ce jaBjba Behu Opoj oTkaza Koju ce
MOTY TIPUITACATH TOYETHUM CIIA00CTUMA WIIH MPOIMYIITEHUM JeEeKTUMA y TOKY MTPOU3BOIHE
[1]. KacHuje, oBM Tako3BaHM paHM OTKa3M YCTyIajy MECTO OTKa3MMa 3a KOje€ j€ TEeIIKO
YTBPAUTH y3pOK HacTajama. To Cy TaKO3BaHU CIy4ajHU OTKa3H, Yhje ce BpeMe 10jaBbHBamba
HE MOXK€ MPEIBUJICTH, aju 3aTO ce 3Ha (pEKBEHIMja IOjaBJbHBama oOTkKaza. CrapemeM
CUCTEeMa MOYHIbY JIa Ce jaBJbajy OTKa3M ycien uctporenoctd. Ha ciumm 2.3 a) cy npuka3aHu
nepuoau mpoMeHe A(f) 3a cBa Tpu MHTEpBaIa, a Ha Uiy 2.3 0) oOmmnu (QyHKIUje TyCTHHE
pacrioziene oTkasa f(7).

10
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;a{t}J

a)

f)

/

6)

w

Cnuxa 2.3 Onwmu obaux ¢yuxyuja A(t) u f(t)

VY nepuony panux otkaza (0 mo #) M¢) u f{f) cy omamajyhe ¢ynkumje. 3a
KapaKTEePUCTHUKY CIy4ajHUX OTKasza (f; A0 f;) MPUOIMKHO jeé KOHCTAaHTHA BPETHOCT A(f) W
NpUOJIMKHO eKCIoOHeHLWjanHa GyHkuuja f(¢). Y nepuony crapema (f, 10 ©) A(f) je pactyha
dyHKIMja, TOK f(f) MMa jemaH BpX OKO Kora ce nemraBa Hajpehu Opoj otkaza. M3 oBor
pa3Matpama MOXKe ce BUJIETH Ja je GpyHKuuja A(f) moroauuja of f(f) kaaa ce el HaIpaBUTH
pasznuka n3Mel)y pa3Hux oOJIMKa OTKa3a.

HckycTBO je mokaszano 1a MHOTH CHCTEMH MMajy KpPHUBY MHTEH3HMTETa OTKa3a Kako je
Beh mokazano Ha cinumm 2.3 a). MHOTH mpou3Bohayn onpemMe BUCOKE MOY3AaHOCTH ITYIITajy
Ty ONpEeMy Ja paad Kako O je JOBENM Ha MOYeTaK MHTEpBalia KOHCTAaHTHUX OTKasza. Tek
oHJIa je yrpal)yjy Y HEKU CUCTEM.

Ha >xamoct, MHOTH CHCTEMH MMajy KOHTHHYaJHO omanajyhy u KOHTHHyanHoO pacTyhy
(GyHKIMjy MHTEH3UTETa OTKa3a, Ia ce Ha FHHX HE MOXKE NMPUMEHUTH OONUK KpuBe A(f) ca
cnuke 2.3 a).

11
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3. MOAEJIN PACNOAENE

3a mporHo3upame IMOHallamka 00jeKTa C IUIEAMINTAa I0jaBeé OTKa3a, HEONXOJHO je
MaTEeMaTHYKH OMKCATH 3aKOH PacIofiesie U TYCTUHY pacrojene otkasa [1]. OcHoBHU 3aiaTak
MIpH MpoydYaBamy MOY3AaHOCTH je ofgadpatu TakaB oOnuk ¢yHkuuje F(¢) u f(f) Tako ga oHe
OJIp’KaBajy CTBapHY CIUKY. Y TeopHju BepoBaTHONE TO3HAT je Behu Opoj pa3auuuTHX 3aKOHA
pacrojienie CilyyajHUX BEJIMYMHA, KOjU CE€ MOTY YCHEIIHO KOPUCTHUTH 3a pelllaBame 3a/1aTaKa
noy3faanoctd. OyHKIMja MOy30aHOCTH M (DYHKIMja MHTEH3UTETa OTKa3a Cy JeJAMHCTBEHE, Tj.
onpeheHoj GyHKIMjU MOY3AaHOCTH OATOBapa camo oapeheHa (GyHKIIMja HHTEH3UTETa OTKa3a
u 00pHYTO. 3aT0 TO3HABamkEM 3aKOHUTOCTU f(¢) (TYCTHHE pacrojeie BpeMEHa pana Jo
0TKaza), Moryhe je oapeauTu u (QpyHKIIMOHAIHE 3aBUCHOCTH F(?) (pacmoneny BpeMeHa paja
JI0 0TKa3a) Kao M MHTE3UTETa 0TKa3a A(f).

3.1 CnyyajHe BenuyMHe U 3aKOHU HUXOBE pacnogerne

OcHoBHHE T0OjaM y Teopuju BepoBaTHOhe je mojam pnorahaja. Ilom mojmom morahaj y
HEKOM EKCIIEpUMEHTY I10/Ipa3yMeBa Ce CBaKa YMI-CHHMIA KOja MOXe Ja mpousale win He u3
TOT ekcrniepuMenTa. KapaktepuctnaHo 3a forahaje pa3HUX BpPCTa je Aa OHU UMajy HEKYy Mepy
(cremen) moryhHoctu na ce octBape. Jla 6u ce omoryhuno na ce gorahaju ymopelyjy mo
cTerneHy MOryhHOCTH Jla ce OCTBape, HEOIXOJHO je Ja ce ca porahajem moBexe onpehenn
Opoj, xoju je yronuko Behu, ykonmuko je Beha MoryhHocT ocTBapema Tor porahaja. 3a
nopeheme pasnux norabhaja mo BepoBaTtHOhM, YCBOjeHa je jeAMHUIIA Mepema: BepoBaTHOha
u3BecHor norahaja, T1j. norahaja xoju he curypHo mnpoumsuhu. 3a BepoBaTHOhy TakBOT
norahaja ycBojeH je 6poj 1, a cBu octanmu gorahaju koju cy Moryhwu, anu He ¥ U3BECHH, HUMajy
BepoBatHOhy Mamy ox 1. [lorahajy koju y IaTOM eKCHEPHMEHTY yONIITEe HE MOXE Ja ce
OCTBapH, MpUI0Je/heHa je BepoBaTHONA jeHaKa HYJIH, IITO j€ CACBUM MPHUPOIHO Y OTHOCY
Ha BepoBaTHOhy H3BecHOr aorahaja.

N3pauyHnaBame BepoBaTHohe ciydajHor pgorahaja Ga3upa ce Ha 3aKOHY BEITUKHX
OpojeBa, mpema KoMe ce, Iph HeorpaHnueHOM noBehaBamy Opoja ommTa, MOXKE TBPAUTHU ca
NPaKTUYHOM CHUTYpHOIINYy Ja ce ydecTajocT norahaja Majo pasiuKyje Ol HEroBe
BEepOBaTHOhE TMOjaBJbHBaKka y JEAHOM ONUTY. YuecTajgocT aorahaja (WM CTaTUCTUYKA
BepoBaTHONA) nerHICaHa je Ha OCHOBY pe3yJiTaTa OlMTa U U3padyHaBa ce U3 u3pasa:

P, =1 (3.1)

. n
rae je:
m - Opoj mojaBsbHBama gorahaja a
1 - YKyIiaH Opoj U3BPIICHUX OTHTA.

He onpehyje ce BepoBarHOha cBakor morahaja mpeko pesyiaTata omuTa. Y TEOpHUjU
BepoBaTHONE MMOCTOje MHOTE METOJIE 3a TIOCPeHO oapehuBame BepoBaTHOhe jenHux norahaja
MPEKO BepoBaTHONE JPYruX, ajud M Y TaKBOM IOCTYIIKY y KpajiOj JTUHHUJU CE JIOJA3H JIO
koputtherma pe3yiTara OnuTa.
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Ilopen ocHoBHOr mojma porabaj, y Teopwju BepoBaTHOhE jemaH O] HajBaXHHUJUX
1I0jMOBA j€ TI0jaM CITy4yajHe BEJTUINHE.

CrnyyajHa BeIMUYMHA je BEJIMYHMHA, KOja Kao pE3ysTaT ONUTa MOXe Ja Jo0uje HeKy
BPEIHOCT KOja Ce yHAIpe He MOXE NPEABUACTH.

CriyyajHe BelMUYHMHE, KOje MOTY J1a 100U]y BPEIHOCT U3 NMPeOpOjUBOT CKyIa BPEIHOCTH,
Ha3MBajy C€ MPEKUIHUM WM JUCKPETHUM CIIy4ajHUM BEJIHMYHHAMA.

IToctoju u apyra BpcTa ciiyyajHe BeTUYMHE, T3B. HEMPEKUIHA Cly4yajHa BeJIHMYUHA, KOja
MOXe Ja 1o0uje BPEAHOCT M3 CKyMma BPEAHOCTH KOj€ HEMPEKHIHO IONMyHaBajy HEKH
MHTEpBAJL.

VY K1acu4HO] TEOPHjU BepoBaTHONE omepucalo ce ca aorahajuma, J0K c€ y CaBPEMEHO)]
panu ca ciy4yajHUM BeJIMYMHaMa, IITO je y pelllaBakby MHOTOOpDOJHUX 3ajaTaka M3 Ipakce
MOTOJTHH] €.

Hajuemhe ce m3pauyHaBame BepoBaTHohe Hekor noraljaja Besyje 3a HEKy CIy4ajHY
BEJIMYMHY WM CHCTEM CIy4ajHHUX BEIMYMHA, HA OCHOBY UYMjUX OCOOMHA Ce HM3pakaBa U
BepoBaTHONa cirydajHor jorahaja.

VY Teopuju MOY3IaHOCTH W3BOJE C€ Olepalyje ca CAydajHMM BeJIMYMHaMa jJa Ou ce
JOOHITN TTOKA3aTeJbH MOY3JaHOCTH.

3.2 dyHKUMja U HN3 pacnoperne

Jla Gu ce MOTJIO OTepHCcaTH ca CIy4yajHUM BEeJIHMYMHAMA, Jajy c€ HaYMHM, TOMOhy Kojux
ce CilyyajHa BeJIMYMHA MOXKE OITUCATH U OKapPaKTEPUCATH.

Crnyyajua BennuuHa X (IpeKuAHA U HEMPEKUIHA) TOTIYHO j€ OKapaKTepHcaHa, C TauKe
TJIeIMINTa BepoBaTHONhE, GyHKIIMjOM pacriofiesie, Koja nu3paxkaBa BepoBatHohy gorahaja ga ce
OCTBapH HejeTHAKOCT:

X <x, (3.2)
rze je x - rekyha mpoMeHspHBa.

BepoBatnoha P oBora norahaja je pyHKIIMja MpOMEHJbUBE X M 03Ha4aBa ce ca F(x):

F(x) = P(X < x). (3.3)

OyHk1Mja pacnojene F(x) Ha3uBa ce YeCTOo jOI M MHTErpaTHOM (DYHKIIHM]OM pacrojiese
WJIA UHTETPAITHAM 3aKOHOM pacriofieie.

3a JIUCKpeTHEe Ciy4ajHe BEJIMYMHE MOCTOJU JOII jelaH CIelMjaTHH OOJMK 3aKOHa
pacnojiene, Koju aaje ey u3mehy Moryhux BpeTHOCTH cliydajHe BEIMUMHE U OJroBapajyhux
BepoBatHoha. Dopma 3amaBama 3aKOHA pacrojese AUCKPETHE CiIydyajHe BEIMYMHE MOXKE O
Oyne nBojaka:

ey BUAy Tabele y KOjoj Cy JaTe BPETHOCTH CIIy4yajHE BEJIIMYMHE M OJroBapajyhe
BepoBaTHONhe (HU3 pacmojene clilydyajHe BearnuuHe X),

® XHCTOIpaM pacrojese, Koju MpeicTaBiba rpaduuKky MprKa3 3aKoHa pacrojerne, TIe ce
Ha OCH alClMce TMPEACTaB/bajy Moryhe BpETHOCTH CIydajHe MPOMEHJbMBE (X;), a Ha
KoopauHaTH onrosapajyhe BepoBatHohe.

3a HempeKuAHE Clly4ajHe TMPOMEHJbMBE OOJMK 3aKOHA pacrojene, Kao INTO je HH3
pacniozene, He noctoju. Mehytum ¢yHkuuja pacnogene F(x) je yHuUBEp3ajdHa M IMOTIyHA
KapaKTEepUCTUKA CBHUX CITyYajHUX BEIMYHMHA (MPEKUIHUX M HETIPEKHUTHHX ).

Omnmre ocobune pyHKIMje pacmozene cy cienehe:

1. F(x)je neomanajyha ¢byHnkuuja aprymenta x, F(x,) > F(x;1), ako je x, > x4,

2. F(-»)=0,

3. F(+o)=1.

13
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AKo ce 3Ha HM3 pacrojelne TUCKPETHE CiIydajHe NPOMEHJbUBE, JIAKO CE MOXKE
dbopmupatu pyHKIM]ja pacmozene:

F(x)=P(X<x)=)Y P(X=x), (3.4)

X1 <Xy
r7Ic HEJeJIHAKOCT Y 3HAKy CyMe O3HauaBa Jla C€ CyMHpame BepoBaTHoha OJIHOCH Ha CBE
BPEIHOCTH X; Koje cy Mame o x. Ha Taj HaumH ce yBek Moxe Qopmuparu (yHKIH]ja
pacrioiesie 3a NPEeKUIHY CIIy4ajHy BEJIUYHHY .

VY Be3u u3yudaBama CIlydyajHHX MPOMEHJbUBUX, Y TIPAKCH CE YECTO jaBJba MpobieM 1a ce
u3pauyHa BepoBaTHoha Jia Cily4ajHa BeJdnuuHa X y3Me HEKY BPEIHOCT M3 3aJaTOT MHTEpBaia
[a, 6]. [TpoGiem ce cBou Ha onpehuBame BepoBaTHOhe P cieneher gorahaja:

a<X<b.

BepoBatHoha Tor nmorahaja Moke ce M3pa3UTH MPEKOo (PYHKIHjE pacroielie ClydajHe
BenuuuHe X. [la Ou ce To yunHuno, Tpeba nocmarpaTti Tpu cieaeha gorahaja:

e jnorahaj A: X <5,

e jnorahaj b: X<a,

e jnorahaj B:a <X <b.

Horahaj A he npousahu ako ce moromm Ouno gorahaj b, Ouno gorahaj B, omaxue,
rpeMa OCHOBHHUM TIpaBUJIMMa aJireOpe ciaydajHux fgorahaja, cieau:

A=B+B, (3.5)
OJIHOCHO:

P(A) = P(b) + P(B), (3.6)
WA

PX<b)=PX<a)+Pla<X<Db). (3.7

Kako je:

P(X<b)=F(b), (3.9)
u

P(X<a)=F(a), (3.9
u3 penauuje (3.7) cnenu:

F(b)=F(a) + P(a<X<D), (3.10)
OJIHOCHO:

Pla < X<b)=F(b)— F(a). (3.11)

Ha ocnoBy penanuje (3.11) moxe ce oapemutu U BepoBaTtHoha ma he ciyuajHa
BenmunHa X g00uTH jenHy oxapeheHy BpenmHocT, ogHOCHO Aa he mactu Ha oxapeheHm
OeckOHayHO Malu HMHTepBasl. Ako ce y penanuju (3.11) y3me rpaHudyHa BpenHOCT b—a,
nobwuja ce:

lim P(a < X <b) =lim(F (b)F (a)). (3.12)

b—a

I'pannyna BpenHocT uspasza (3.12) 3aBucu o npupoze GyHKIMje pacmojiene, 0OJHOCHO
na au je F(x) HempekuaHa (yHKIMja WM MMa CKOKOBe. AKO je F(Xx) y Tauku x = a
HETpPEeKUIHa, TaJa je Ta TpaHWYHA BPEIHOCT jeiHaKa Hyau. Jpyrum peunma, ako je GpyHKuja
pacriogene F(x) yBeK HEMpEeKWIHA, TaJa je BepoBaTHOha OWIIO KOje€ WM3ABOjEHE BPEIHOCTHU
CllyyajHe BEJIMUMHE jeJTHaKa HYJIH.
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3.3 N'yctnHa pacnogene

Ako je ¢yHknmja pacmoaene F(x) chmyuyajHe BenuuMHe X HENpEKUAHA U
mdepeHnrjabuitHa, MOXKe Ce M3padyHaTu BepoBaTHoha na he Ta ciydajHa BeIMYMHA y3€TH
HEKY BPEHOCT U3 uHTepBana [ x, x + Ax].

P(x <X<x+ Ax)=F(x + Ax) — F(x). (3.13)

BepoBatnoha mo uspasy (3.13) npencraBspa mpupaiitaj GyHKIHje pacmojene y ToOM
uHTepBary. OmHOC OBE BepoBaTHOhE mpema JyXKWHU WHTEepBaia y TPAHUYHOM Ipesia3y Kaaa
Ax — 0, mpeacTasiba U3BOJ (QYHKIMjE pacHoee:

i

Ax—0

=F'(x). (3.14)

m F(x+Ax)-F(x)
Ax

W3Bon ¢dynkuuje pacmoaene, Koju ce o3HauaBa ca f(x)=F(x), je KapaKTepUCTHKA Yy
M3BECHOM CMHCIY TyCTHHE Ca KOjOM CY pacloJieJbeHE BPEAHOCTH CIIydajHE BEIHYUHE Y
Tauku x. 300r Tora ce Ta (yHKIMja Ha3MBa TYCTHHOM paclojielie HENpeKUuAHE CilydajHe
BeMMYMHE. 32 UCTY (PYHKIM]Y MTOCTOjH jOII U HA3uB “mudepenunjanna GpyHKuja pacnoaene”
win “nudepeHInjaaHu 3aK0H pacnoene’.

I'yctuna pacriomene F(x) je takohe jemaH o oONHMKa 3aKOHa pacrojese ClydajHe
MPOMEHJbUBE, ajH 3a pa3iuky oj (yHKIHUje pacrnogene F(x), Taj oOTUK HUje YHUBEp3aJIaH,
jep MOCToju caMo 3a HEMPEKUTHE CITydajHe IPOMEHIBUBE.

BepoBatnoha na he ciydajHa BenmumHa X y3eTH HEKYy BPEIHOCT Ha €JIEMEHTapHOM
OJICEUKY dX J1aTa je u3pa3oM:

fx) dx. (3.15)

BepoBarnoha na he Bennumna X mactu Ha ojcevak [a, b] MOXe ce M3pa3UTH MPEKO
T'YCTHUHE pacnoere:

P(a<X <b)={f(x)dx. (3.16)

OdyHkHja pacrojaene F(x) Moxe ce Ha OCHOBY u3pasa (3.16) u3pa3uT MpeKo TyCTHUHE
pacmozene:

F(x)=P(X<x)=P(-0o< X <x)= jif(x)dx. (3.17)

OcHoBHE OCOOWMHE TYyCTHHE pacrojelie ciele W3 OocoOMHa (YHKIHje pacrojueie
MIPETXO/IHO HaBeJleHUX penaiurja u3Mel)y oBe 1Be QyHKIH]E:
1. I'yctuHa pacmozene je HeHeraTuBHa (YHKIHja:

fx) =0, (3.18)
mITo ciieau u3 ocoonne pyukuuje F(x) aa je Heomanajyha ¢pynknuja.
2. OcobuHa:
[ feoax=1, (3.19)

cienu u3 penanuje (3.17) u u3 ocodune F(oo ) = 1.
I'paduk Koju Tpe/ICTaBIba TYCTUHY pacIojielic, Ha3uBa Ce KPUBOM paciojeie.
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3.4 bpojHe KapaKTepucTuKe criy4yajHUX BesinumHa

HaBenenn oOnuiy 3aKoHa pacroiene 3a JUCKPETHE U HETIPEKUIHE CITydajHe BETHYHHE
(pyHKIIMja pacmozene, HU3 pacrojelie, TYCTHHA pacIloelie) MPeICTaBibajy HeKe (yHKIHje
KOj€ TOTITyHO OTMHKCY]y CIy4YajHy BEIUYHHY.

Y MHOTHMM ciTy4ajeBuMa M3 Tpakce HHje HEOMXOHO Ja Ce CIIydajHa BEJIMYMHA OIHUIIE Y
MOTIYHOCTH, U Aa ce oapel)yjy 3aKoHH WeHe pacnojene. Hajuenrhe je 1oBoJbHO N1a ce 3Hajy
HEKH OpOjHM TMapaMeTpu, KOju y oapel)eHOM cTereHy KapaKTepully CYIITHHCKE OCOOMHE
pacmojene ciydajHe mpomeHsbuBe. Ha mpumep, on mHTEepeca je OpojHH mapaMmerap Koju
MOKa3yje HEKy Cpelamy BPEIHOCT OKO Koje ce rpynuiry Moryhe BpeaHOCT ciydajHe
NPOMEHJbHMBE, WM TapaMeTap KOjH TIIOKa3yje CTeNeH pacTypama BpPEAHOCTH CllydajHe
BEJIMYMHE y OJIHOCY Ha CPEbY BPEIHOCT.

OBakBu OpoOjHM TMMapaMeTpu Ha3MBajy c€ OpOJHMM KapaKTepUCTHKama ClydajHe
MIPOMEHJbUBE (TTapaMeTpH pPacIoiene).

bpojue kapakTepucTHKe Ciy4dajHe MPOMEHJBMBE HMajy BaKHY YJIOTY Yy TEOpHjU
BepoBaTHOhe. MHoru npo0ieMu ce pelaBajy caMmo oneparyjama ca OpojHIM KapaKTepUCTH-
Kama, a Jia ce 0 3aKOHMMa pacrojiesie ¥ He Boau pauyHa. HapouuTo je 3HauajHa ocobuHa 1a,
YKOJIUKO C€ y HEKO]j MOjaBU jaBJba BUILE CIy4YajHUX BEIMYMHA, O KOjHUX CBaKa MMa U3BECHH
yTHUIIa] HA UCXOJ MOjaBe, TaJa 3aKOH pacmojesie pe3yiaryjyhe ciydyajHe BeTUYHHE HE 3aBUCH
O]l 3aKOHA pacrHojelie MOojeAMHUX CIIy4ajHUX BEIMYMHA, TaKO Ja HHUje MOTpeOHO Ja ce 3Hajy
3aKOHHU pacIofiesie TMOjeMHAYHUX CIy4YajHUX BeauurHa. Ha OCHOBY OpOjHHMX KapaKTepu-
CTHKA THX BEJIMYMHA, 3Hajyhu na he ce pe3ynTaHTHH yTHILIA] TOHAIIATH 0 T3B. HOPMATHOM
3aKOHY pacrojiesie, Moryhe je OJpeIuTH BEeroBe mapameTpe.

JenHa o HajBaKHUjUX OpOJHMX KapaKTEpUCTHKA ClyyajHEe BEJIIMUYMHE, KOja /aje HeKy
Cpenmby BPEIHOCTH CIIydajHE BEJMYMHE, HA3MBAa CE MATEMAaTHYKO OYCKHBAE WM CpPE/ba
BPEIIHOCT cilyyajHe BenuunHe. OBa KapaKTepUCTHKA OMKCY]e MOJI0XKA) CIIydajHe BETUUYMHE HA
OpojHOj ocH.

MaremaTtnuko ouekuBame M [X]| = m, qUCKpeTHE cly4yajHe BeIUYMHE X, KOja MOXeE J1a
nobuje BpemaHoCT X1, X2, ..., X, Ca oAroBapajyhuM BepoBatHohama py, pa, ..., Py, ACPUHUCAHO je
U3pa3oM:

D.xp,

M[X]=m_= XptxX,p,t..+X,p, _ i:L . (3.20)
ptp,+...+p, ZP,»
i=1
Kako je:
Zpi =1,
i=1
(3.21)
nobuja ce 3a m, u3pas:
m.= xp; (3.22)
i=1

CnyvajHa BenmuuumHa X, umja je dyHKOMja pacmnomene F(x), mMa MaTeMaTHIKO
ouekuBame y Buay CrunrjecoBor(Stieltjes) nnrerpana:

m_ = j xdF (x). (3.23)

—00
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MareMaTHUKO OYEKHBame HENpPEKUIHE CIIydyajHe BEJIWYMHE JX, 4YHMja je TyCTHHA
pacmozene f(x), u3pakaBa ce HHTETPATIOM:

»

m, = j xf (x)dkx. (3.24)

o

Amnanoruja uzmely m3pasa (3.21) u (3.23) je ounrnenna. YMecTo npeKuIHe BPEIHOCTH
CllydajHe TIPOMEHJPMBE X; Yy3MMa C€ HENpEeKHIHA BPEIHOCT X, YMECTO BepoBaTHOhe
MOjeIMHUX BPEIHOCTH X; JIOJIa3W €JIEeMEHT BepoBaTHOhe f(x)dx, a ymecTto 30Mpa WHTErpall.
Tpeba nmatu y BUIY /Ja €r3UCTEHIIM]a BPEIHOCTH 71, 3aBUCH OJ1 €r3UCTeHIHje u3pasa (3.21)
onHOCHO (3.23).

OcuM KapakTepHUCTHKa IMOJI0Kaja (CpeambuX BPEAHOCTH), KOje MPEACTaB/bajy TUITUYHE
BPEIHOCTH CJIy4ajHE BEIUYMHE, YNOTpeOsbaBajy c€ KapaKTepUCTHUKE PACIHOJeNie BPEAHOCTU
Cly4yajHe MPOMEHJbUBE OKO CpeamHuX BpemHocTH. OBe OpojHE KapaKTEPUCTHKE HA3WMBajy Ce
MOMEHTH IO aHAJOTMjU ca MOMEHTHMMa M3 MexaHuke. Hajuemrhe ce xopucre LEHTpaIHH
MOMEHTH, KOjU ce AeUHUIITY MPEKO EHTPATHE CIIy4ajHe BETUIUHE X!

X=X —mx

IleHTpasiHu MOMEHTH A-TOT CTENCHA IUCKPETHE CIIy4ajHe BeaMuuMHEe X Ha3WBa ce
MaTEeMaTHYKO OYCKHBAE k-TOT CTeTeHa oAroBapajyhe neHTpupane ciiyyajHe BEIHUUHE:

n

MI(X =m ) 1=m; = (x;,—m,)" p,. (3.25)

i=1
3a HeMpeKuAHY CIydyajHy BeJWYHMHY X, oAroapajyhu mEeHTpaJHH MOMEHAT k-TOT pena
MOJKE J1a C€ HamMIlIe y O0JIUKY:

m, = ]‘2 (x—m,)" f(x)dx . (3.26)

Opn neHTpaHUX MOMEHaTa, Off IIOCEOHOT je MHTepeca APYry IEHTPATHH MOMEHAT, KOjH
Ce joul Ha3WBa W JUCIIEP3UjOM CllydajHe BeIMyMHE X. 3a JUCKPETHY CIy4ajHy BEJIUYUHY,
aucriep3uja Dy je naTa u3pa3zom:

D =my=) (x,—m)' p,=) x'p—m, (3.27)
i=1 i=1
a 3a HEMPEKUIHY:
D, =m, = [ (x=m,) f(x)dx. (3.28)

Jlucriep3uja je KapakTepUCTHKA pacTypama BPETHOCTH CIy4YajHE MPOMEHJBHBE OKO
HBHECHOT MATEMATHYKOT OYCKHBamba. YKOJIMKO j€ Mamka BEIMYWHA JAUCIIeP3Uje, YTOIHKO je Behu
NPOIICHAT BPEIHOCTU CJIy4YajHE BEJIMYMHE U3 00JacTH Koja HEMOCPEIHO OKPYXKYyje
MaTEeMaTHYKO OUYCKHUBAME.

Ymecro mucnepsuje D,, Koja ©Ma pa3Mepy KBajpaTa ciydajHe MPOMEHJbUBE, YECTO je
MOTOJ/THH]E J]a C€ KOPHCTH BEJTMYHMHA KOja Ma pa3Mepy caMe ClydajHe TPOMEHIbUBE.

Ta BenuuumHa ce Ha3WBa CpPEIbEC KBAJIPATHO OJACTYNAHKE WIM CTaHIAPIHO OJCTYyNAame U
obernexana ce ca:

6=/ D;. (3.29)
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3.5 Hekun KOHTUHyanHM 3aKOHW pacnogene nojaBfbUBaka
oTKa3a

OyHKIM]ja TMOY3AaHOCTH M (yHKIMja WHTCH3UTETa OTKa3a Cy JEIUHCTBEHE, TJ.
onpeheHoj GyHKIMjU MOY3AaHOCTH OATOBapa camo onpehena GyHkIMja MHTEH3UTETAa OTKa3a
u oOpHyTO. Y OBOM ofesbky he OuTH naTe (QyHKLHMje T'yCTHHE OTKa3a Koje Cy Hajueurhe
KOPHCTE y MpOydYaBamy IMOY3IaHOCTH, 33ajeHO ca (YHKIUjOM IOY3AaHOCTH W (DYHKIIHjOM
MHTEH3UTETa OTKa3a Koje ce Ha mux oaHoce. Mcro Tako, Ouhe natu m3pasu 3a OYEKHBAHO
BpeMe OE30TKa3HOT pajia 3a CBaKU O] OBUX CITy4ajeBa.

3.5.1 EkcnoHeHUuMjanHa pacnogena

@DyHKIMja TYCTUHE 0TKa3a y cly4yajy eKCIIOHEHIIMjaJIHe PacIioiese TIacH:

fl)=Ne ™, t >0,1> 0, (3.30)
rae je:

A - mapameTap a

¢ - BpeMe OTKa3a.

OO0nuK QyHKIMje T'yCTHHE eKCIIOHEHIUjallHe pacrnozene naT je Ha cauuu (3.1):

A
¥QO)
N = F(t)
A1)
R(t) =1 - F(t)
0 t t

Cnuxa 3.1 I'paghux ecycmune excnonenyujanne pacnooene

Kopumthemwem jennaunne (2.15) Mmosxe ce 100MTH (YyHKIIM]a TOY3/1aHOCTH:

R(t)=1-F(t)=1-[ A dr, (3.31)
0
OOHOCHO:
R(t)=e™. (3.32)
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OO6nMK QyHKIHMje MOY31aHOCTH MPHKa3aH je Ha cauuu 3.2.

F 3
R(1)

1.0

Y

0 t
Cnuka 3.2 @yukyuja noy30aHocmu y Criyyajy eKkCnoHeHyujanne pacnooene

ODyHKIMja MHTEH3UTETa 0TKAa3a je 1Mo Ne(hUHUIN]U jeTHaKA:
—At
A =20 - ﬂ“e_m =1. (3.33)
R() e

ITpema ToMe, y Cilydajy €KCIOHEHIHjaIHe PACIoee MHTEH3UTET 0TKa3a HE 3aBHCH O]
BpEMEHA M YBEK MMa KOHCTAHTHY BpeIHOCT. TO je BeoMa MOBOJbHA OKOJHOCT KOja MHOTO
ynpoimihaBa W3padyyHaBame y CIydajeBUMa Kaja Ce MOXKE MPUMEHHTH CKCIIOHEHI[MjaTHa
pacmojiena, a TO je clydaj KOj eleKTpOHCKHX cuctema. [Ipomsmnasu ga ce onpehuBamem
napameTpa A eKCIIOHEHIIMjaIHe Pacrojene, y UCTO BpeMe J00Hja U BPEIHOCT MHTCH3UTETA
oTka3a. VIHTeH3uTeT 0TKa3a ce MOXKe MPEJCTAaBUTH TPABOM JIMHUjOM Kao Ha ciuim 3.3.

A
A1)
}\. /. = const.
0 t

Cnuka 3.3 @yuxyuja unmenzumema omrasa y Ciy4ajy eKCnoOHeHyujanue pacnooene
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Cpenme BpeMe pajia 10 0TKasa 3a eKCIOHEHIMjaTHY pacroeny ce oapelyje Ha OCHOBY
u3pasa:

0 © o 1
1;r=£R(t)dz=£eldz=z. (3.34)

3HayM, OYEKMBAHO BpeMe OE30TKa3HOI paja j€ jeIAHAKO PEIMIPOYHO] BPEIHOCTH
WHTEH3UTETa O0TKa3a A. Ta BpemHOCT ce uecto obenexaa ca MTTF, na je 3Ha4H:

MTTF:l. (3.35)

A

OBo je jom jeHa MOBOJHHA OKOJHOCT Kaja je Y MHUTalky eKCIIOHEHIMjaIHa pacioiera,
jep ce oapehuBameM HMHTEH3UTETa OTKa3a A BPIIO JIako Moxe nooutu BpeaHoct MTTF, u
00OpHYTO.

[Toznato je w3 Teopuje BepoBaTHOhe nda je MOBpIIMHA HMCHOJ KpuBe F(x) jeaHaka
jemunauim. [loBpmmaa ox 0 10 BpeMeHa ¢ jelHaKa je BepoBaTHohH mojaBe oTkasa F(x), 0K je
MOBPIIKHA O/ BpeMeHa { JI0 oo jelHaka BepoBaTHohu Oe3oTkasHor pana R(?), 1j. 1 — F(x).
Hcro Tymaueme Moke ce mpUMEHHTH 0e3 003upa Ha OOJMK pacmojesie, MITO 3Ha4M Ja Cy
HaBEJICHU OJHOCH OIIITE IPUMECHIJbUBH.

3.5.2 PenejeBa pacnogena

CnydajHa mpoMeHJbMBa BpeMe pafa a0 oTka3a uma PenejeBy (Rayleigh) pacmonemy
YKOJIMKO je (QyHKIH]ja TyCTHHE Ie(UHICAHA H3PA30M:

t2

f(?) =§ e 2, (3.36)

rae je:
O - IO3UTHUBAH MapaMeTap pacroneie, a
{ — BpeMe paja 10 OTKasza.

OcHOBHA KapaKTepUCTUKA OBE paclojelie je a MHTCH3UTET OTKa3a Mpe/CTaBJba
JWHEapHO pacTtyhy GyHKIHM]y BpeMeHa:

Alt)= # . (3.37)

®dyHKIMja noy31aHoCTH Ko PenejeBe pacnonerne nma oOIuK:

t2

R(t)=e 20° (3.38)
Ha cnmunum 3.4 pare cy unyctpanyje rpaduka GpyHKIMja HHTEH3UTETa OTKa3a, TyCTHHE
BpeMEHa paja 10 0TKasza 1 nmoysnaHoctu PenejeBe pacmomerne.
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t a2 t
a) 0) 8)

Cnuxa 3.4 Unycmpayuje epaghuxa ¢hynkyuja a) unmensumema omkasa,
0) eycmune spemena pada 0o omkasa u 8) noysoanocmu Penejese pacnooene

PenejeBa pacmomena ce decto cpehe y mpakcu. OBOj pacmojenyd ce, Ha MpUMED,
MOKOPaBajy eKCLEHTPHUYHOCT MAIIMHCKHUX €JIeMeHaTa M MpPOMAIlaju MPOjeKTHIa U pakKeTa y
apTuspepuju. Takole, oBa pacmozgena ce KOPHCTH 3a MOJCIHMPABE IMOY3MAHOCTH 33 TEPHUOJ
cTaperma MAIlIMHCKHUX eJIeMEeHaTa, y Clly4ajy JIMHeapHe 3aBUCHOCTH MHTECH3UTETa OTKa3a.

3.5.3 llorHopmanHa pacnogena

JlornopmaiiHa pyHKITMja TYCTUHE OTKa3a UMa OOJIHK:
= 7 > > > .
f(@) at\/ge , t>0, u>0, >0, (3.39)
rze cy:

(L ¥ 0 - TapaMeTpH, a

¢ - cy4yajHa MPOMCHJbHBA BEJIMYMHA KOja 03HAYaBa BpeMe OTKa3a.

Ha cmumm 3.5 je nat rpaduk rycTrHE JIOTHOPMAaITHE pacioiesie.

A

SV

0 t

Cnuka 3.5 Jloenopmanna pacnooena y ynkyuju eycmune
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AKoO ce acuHHIIE HOBAa CIIy4ajHa TMPOMEHJbMBA X Kao X = Int, onma he x mmartu
HOpPMAJTHY pacrojieNly ca CpemhOM BPEIHOIINY (4 U CTaHAApPIHUM OJCTyNameM o. DyHKImja
noysznaHoctu ouhe:

l[ln Hljz
o

R(t)=1-F(@)=1- dt, (3.40)
J- 0 OIN2m
aKo ce MMa Ha yMmy jenHaunHa (4.3), MoXe ce HalucaTH:
R e L (3.41)
o o
na ce u3pas 3a QyHKIH]y TOY3JaHOCTH MOXKE HAITUCATH Y OOJIMKY:
R(t)=1- j o(2)dz, (3.42)

rae je z aaro jeanauynHoM (3.41). O6nuk GyHKIM]e TOy3aHOCTH AaT je Ha ciui| 3.10.
HudepennupameM jeqnaunne (3.41) noduja ce:

dz = ﬂ, (3.43)
to
a ce 3aMeHOM y jenHaunny (4.4) nodwuja:
p(z) =to f (1), (3.44)

rze je z onpeheno jennaunnom (3.41).
Cana he ¢yHKIMja HHTEH3UTETa OTKa3a OUTH:
J) z
R(t) tO'R(t)
Y HEeH 00JIMK JaT je Ha ciuiu 3.6.

A

A(t)

A4

Cruka 3.6 Qynkyuja unmeHnsumema omkasa
Y Cyuajy 102HOPMAIHe pacnooeie
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A
R(t)

1.0

>
»

0 t
Cnuka 3.7 @yukyuja noy30aHocmu 3a CLyyaj 102HOPMAaiHe pacnooeie

JlornopMaiHa pacrioziesnia IMa BEJIMKY IIPHUMEHY Y OJpKaBamy cucteMa, McTo Tako, To
je BeoMa j100ap MoJieN 3a MpoyyaBame 0TKa3a YHMjH j€ Y3pOK 3aMOop MaTepHjaia

3.5.4 BejoynoBa pacnogena

dyHKIMja TyCTHHE 0TKa3a 3a BejoymoBy (Weibull) pacniogeny riacu:

B-1 Y
f(t)zﬁ(t_—y] e(”],tZy,ﬂ>O,77>0, (3.46)
n\n

rae je:

! - BpeMe OTKa3a,

y - mapamerap IoJIoxaja,

[ - mapamerap o0JIMKa U

n - MapaMeTap pa3mepe.

HeratuBha BpeaHocT mapameTrpa y OM 3Ha4YMia Ja CHCTEM MOXE Jla OTKakKe Ipe
noyeTka Kopuihemwa. Y MOMEHTY MyIITamka CUCTeMa y paJ] mapamerap y jeqHak je 0, a Bpeme
OTKa3a ¢ yBeK je Behe win jeTHaKo .

Kopumhemem Bese aare jeanaunHoM (2.4), GyHKIHja MOY3JaHOCTH CE€ MOXKE JJOOUTH y
cnenehemM o0IUKY:

_(gjﬂ
R(t)=e "’ . (3.47)
Oo6muk ¢ynkuja f(t), R(f) u A(f) Beoma 3aBucHu of nmapamerapa y, f u 5. Ha cimu 3.8
NPUKa3aHU Cy pa3HH oOIuIM (QyHKIMje T'yCTHHE OTKa3a 3aBUCHO O] BPSIHOCTH IapaMeTpa f3,
npu yemy je y = 0 u 57 = const.
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A

W)
4 B=2
n
p=3
e f=1
B=0.5
0 g

Cnuxa 3.8 Bejoynosa pacnooena y ¢pynxyuju eycmune
3a y = 0, n = const. u pasne pedHocmu napamempa f3

Ha cnunm 3.9 nar je usriien pyHKIH]je Moy31aHOCTH 3aBUCHO OJ1 TTapaMmeTpa f.

A
R(D)

0 t

Cnuka 3.9 @yuxyuja noysoanocmu y ciyyajy Bejoynose pacnooene 3a
y = 0, n = const. u pasne epeonocmu napamempa f3

@DyHKIIMja UHTEH3UTETa OTKa3a Ouhe jeqHaka:

S0 pl=rY"
ﬂ(t)—R(t)—n( ; j . (3.48)

BejOynoBa pacnojena je BeoMa CI0KEHOT OOJMKa, U 3aBHUCHO OJ CBOJUX Iapamerapa
MOke mpehw y HEeKy jeTHOCTaBHHjy pacronmeny. Tako 3a y = 0 u f = 1 oHa mpenasu y
€KCIIOHEHIINjaJTHy pacrojeNy YMju je mapamerap A y ToM ciaydajy jenHak 1 /#, a kagajey =0
u =z nobuja ce T3B. PenejeBa pacnozena.

Kana je 0 < f < 1 ¢yHkuuja uHTEH3UTETa OTKa3a OMaja ca BPEeMEHOM, Kada je f = 1
WHTEH3UTET OTKa3a HE 3aBHCH OJ] BpeMEHA (EKCIIOHEHIMjaIHA pacrojiena), a kana je f > 1
GdbyHKIMja MTHTEH3UTETa OTKa3a je pactyha.
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W3pa3 3a oueknBaHO BpeMe 0€30TKAa3HOT pajia II1acu:
Tv=;/+7yf[l+lj, (3.49)
B
. 1 . 1
raeje I’ E+l T3B. TamMa (yHKIIH]ja O] E+1 .
Ha o6muk Qynkiuje nHTeH3UMTETa OTKa3a HajBehm yTuia) mma mapametap f (ciauka

3.10).

A
X0

==

\4

0 t

Cnuxa 3.10 @ynxyuja unmensumema omxasa y cayuajy Bejoynose pacnooene
3ay = 0, n = const. u pasne epedHocmu napamempa 5

BejOynoBa pacronena ce yHOpKOC CBOje CIOXKEHOCTH BEOMAa YECTO KOPUCTH Yy
NpaKTHYHUM [IpUMeHama. Pazior je y ToMe mTo ce MHOTH OOJIHMIM O0TKa3a MOTY HOME BeoMa
no6po ampokcuMupaTtH. J[oK je mpuMeHa eKCIIOHEHIMjaJIHe paclojelie OrpaHH4YeHa 300r
NPETIIOCTaBKE O KOHCTaHTHO] BPEIHOCTH MHTEH3UTETa OTKa3a, notie BejOymoBa pacnoxena
MOXe Jla YKJby4H omnanaajyhe, koHcTaHTHE M pactyhe (QyHKIHMje WHTEH3UTeTa OTKa3za. Kako
MHOTHM OTKa3H y NpPaKTHYHHM CHUTyalHjamMa, HapOYUTO Y CJIy4YajeBHMa HEEeNCKTPOHCKUX
cucTeMa, mokasyjy pactyhy TeHACHLHMjy y TOKy BpeMeHa, mpumeHa BejOynoBe pacmoperne,
omoryhyje pazmaTpame 00JI1Ka OBaKBUX OTKa3a.

3.5.5 Nama pacnopgena

I'ama pacnonena uma ciienehy GyHKIHjy rycTHHE OTKa3a:
1 7

-1
— t_}/ n
f(t)_ﬂr(ﬂ)[ n j e s t2y, f>0, y>0, (3.50)

rae je:
{ — BpeMe 0TKasa,
Yy — TmapamMerap IoJyioxaja,
p — napamerap o0nuka,
7 — mapameTap pasmepe u
I'(f) — rama dynkumja.
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Omo 1mITo je peueHo koj BejOynose pacronene Baxku U 3a raMy pacrojeny.
dyHKIM]ja oy3aaHoCcTH Ouhe:

o1 t—y}ﬁ_l s
R(t)=1-F(t)=1- —=| e "dt. 3.51
) 9 !nf(ﬂ)[ u 2D
BpenHoct moBpminHe ucmon rama (yHKIHje TYCTHHE OTKa3a MOXE C€ OAPCIUTH U3
Tabela Koje ¢y y Ty CBpXy HampasibeHe. Kana je mapamerap f 1ieo 6poj, Moke ce MmoKa3aTu
na ce uHTerpan y jeqHaunnu (3.51) Moxe u3padyHaTH MPEKo peioBa, Tako 1a je:

=y

<N | t—}/k—ti &1 t—}/k—*
R(t)=1-) —|—=|e " =) —|——|e 7. (3.52)
) ék!(n] kz_ék!(nj
ODyHKIIMja UHTEH3UTETAa OTKa3a JaTa je ommToM jemHadnHoMm (2.17), a xamga je S ueo
0poj MOKe ce u3payyHaTH U3 u3pasa:

()= = —- (3.53)
R(t) il(t—y) 7
o k! 7
VY cnyuajy xazaa je S neo 6poj, rama gynkuuja I (f) nobuja ce u3 uspasa:
r(B)=(p-1) (3.54)

O6muk ¢pynkuuja f{f), R(t) u A(f) 3aBucH of BpeaHocTu y, f u 1. Ha cauum 3.11 natu cy
pasHu obymnu QyHKIMje TYCTUHE OTKa3a f(f) 3aBUCHO OJ] mapameTpa S, mpu yemy je y = 0 u
n = const.

A
A
p=3
- B:].
-p=0.5
0 T

Cnuxa 3.11 I'vemuna eama pacnopeoa 3a 'y = 0, n = const.
u pasme epedHocmu napamempa 3

Kao xox Bejoynose pacnozene, dyHKIMja HHTEH3UTETa 0TKa3a A(f) omazia ca BpeMEHOM
kana je 0 < S <1, He 3aBucH 0] BpeMeHa Kajaa je B =1 u pacte ca BpeMeHOM Kaja je f > 1.
OuekuBaHO BpeMe 0€30TKa3HOT pajia y ciIydajy raMa pacrojernie n3padyHaBa ce U3 odpaca:

T, =y+np. (3.55)
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Ha cnukama 3.12 u 3.13 npukazase cy QpyHKIHje IOY31aHOCTH U UHTE3UTETa OTKa3a y
cilyuyajy rama pacnopezne 3a y = 0, # = const. ¥ pa3He BpeAHOCTH lapameTpa f.

A
R(1)

Y

0 t

Cnuxa 3.12 @yukyuja noyzoanocmu y cayuajy eama pacnooee

A
0]

Y

0 t
Cnuxa 3.13 Qynkyuja unmesumema omkaza y ciyuajy eama pacnooene

I'ama pacriozena je duiekcuOnIan MoIe KOju MOXKe Ja ce MPUMEHH y TIOY3IaHOCTH 3a
OIMMCHUBAKE Pa3HUX BpCTa OTKasza. 3a BpeqHOCTH mapamerpa y = 0 u ff = 1 rama pacnojena
Tpesia3y y eKCIIOHEHITHjaIHy ca mapameTpoM A = 1/x. ['ama pacmozena Moxke 1a ce KOPUCTH U
3a BpeMe JI0 /1 - TOT OTKa3a CUCTEeMa, aKo je pacroziesia BpeMeHa 0TKa3a eKCIIOHCHIUjaiHa. Y
TOM CIIy4ajy, aKo ¢y ti, b,..., t,, HE3aBUCHE CIy4ajHe MPOMCHJBHBE BEIIMUMHE KOje UMajy
eKCTIIOHEHIIMjaIHy pacrloesy ca mapameTpoMm A, oHnma je 7= t; + t,+...+t, ciay4ajHa
MIPOMEHJbMBA BETMYMHA KOja MMa raMa pacrojeiy ca mapamerpuma 7 = 1/A u f = n (npu
gemy je y = 0).
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3.5.6 beTta pacnogena

OBa pacrofena KOPUCTH C€ 3a ONMUC CIydajHE BEIWYMHE KOja MOXKE Ja y3uMa
BPEIHOCTH U3 3aTBOpeHOr uHTepBasa. OBa BpcTa pacmojiesiec WMa BEIUKY YIOTY ¥
CTaTUCTHYKO] KOHTPOJIM KBAJMTETa M TEOPHUjU MOy3maHocTH. DyHKIMja TYCTHHE pacIioiene

0TKa3a JiaTa je u3pazoMm:
0 t<0,t>1

f(t) = {r("”ﬁ) a-1(14 _ 1\f-1 .
F(a)F(B)t 1-1) 0<t<1(a>0,8>0)
@OyHKIIHM]a pacnojene je:

0 t<0

— Bt(“:ﬁ)
F(t) = @) 0<t<1,

1 t=>1
rae je B(a, f) Tako3BaHa Oeta GpyHKIH]ja:
_I(@)r(5)

a B(o, p) nenornyHa 6era QyHKIHja:
t

B(a,p)= [z (1-2)"dz 0<t<1.
0
OuekuBaHO BpeMe 0€30TKa3HOT paja je:
. «a
Toa+
Hexke kpuse 3a pyukuujy B(o, f) nare cy Ha ciuiu 3.14.

J\B(aﬁ B)

Cnuxa 3.14 I'vcmune 6ema pacnooene

CrenjanmHu ciiy4ajeBu O6era pacrnozerne cy:
1) PaBHOMepHa pacmogesa

JHo6uja ce 3a oo = f = 1. I'yctuna pacnozene je:
0 3ate(0,1)

f® = {1 3até(0,1)

@dyHKIMja pacoese je:
0 t<0

F(t) = {t 3at € (0,1)
1 t>1

B(8, 8) /B(6. 2)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

\ 4

(3.61)

(3.62)

28



3aBpILIHU paj

2) Tpoyraona pacnoaena

Hobujacezaa=2,=1uma=1,=2. I'yctuaa pacnomene je:
_ (2t 3ate(0,1)

fo= {1 sat & (0,1)

3) IlapabGoauyHa pacnoaesna

Hobuja ce 3a ciiyqaj a = f = 2. I'ycTtuHa pacnojene je:
_(6t(1—-t) s3ate(01)

fo= {1 sa t & (0,1)

(3.63)

(3.64)

3.5.7 CtypneHTOBa pacnogena

I'yctuna CtyneHTOBe pacnozese JaTa je u3pa3oM:

[ +1 el
1 2 1) 2
f®)=8@)= —=| 1+ , —0<l<oo, (3.65)
Nnr n 2
rtZ
2
OBa pacnogena ce 3o0Be jomr u CTyneHToBa ¢ pacrojenia ca n CTENEHU CI00oe.
[Tapamerap n Moke OUTH MPOHW3BOJHAH IMO3UTHUBAH OpOj, AJTM CE OBA pacrojieiia yoOu4ajeHo
KOPHCTHU KaJia je n mpupojian 6poj.
MaTemMaTHIKO OYEKUBAE je:
Ty =0, (3.66)
3a BEJIMKE BPEAHOCTH 71 OBA Pacrojielia Mpea3u y HOpMaHy pacroeiny Ko koje je u = 0 u
o= 1. Mzrnex CtyneHTOBe pacmofene 3a pa3He BPeJHOCTH /1 JaT je Ha ciuiu 3.15.

A
1)

2 = 0 1 ': t

Cnuxa 3.15 I'vemune Cmyodenmose pacnoodene 3a n=2, 5, 15 y nopehery ca
HOPMAIHOM pacnodenom Koo Koje je u=0u c=1 (ucnpexuoana nunuja)
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3.6 Hekn auckpeTHU 3aKOHU pacnoaere criyyajHe NpoMeHIbLMBe

VY cayuajy eKCHOHEHIMjajHe, HopMallHe, JIorHopMaiHe, BejOynoBe, rama, Oera,
CrynentoBe, ®umepoBe u CHeleKOpOBE pacrojene, CiydajHa NPOMEHJbHBA BEIMYMHA
(Bpeme) Omila je KOHTMHYaJIHOT THIA. Y HACTaBKy je AaTo pa3MaTpame cieaechux pacrnonena:
ounomue, [loacoHoBe M TeoMeTpHjcKe, KOJ KOjUX je CiIy4ajHa MPOMEHJbHBA BEIWYHHA
JMCKPETHOT THIIA.

3.6.1 buHomHa pacnopena

Hexka je y jeaHoj mpocTOpHjU WHCTAJIUpAH YKYIHO 7 WICHTUYHHUX, amu MelycoOHo
He3aBUCHUX cujanuia. CBaka cHjaiuiia Moke OUTH UCIIpaBHA WM HeucnpaBHa. O3HauYUMO ca
p BepoBatHohy n1a he cujanuiia OuTH ncnpaBHa, TO 3Ha4u Aa he 1 — p 6utu BepoBaTHOha 1a
j€ cHjanvila HeWcClpaBHA. AKO je 3aXTeB TaKaB Jla C€ cMarpa 3aJ0BOJhaBajyhum ako oja n
(GYHKIMOHMIIIE X WIM BHILE CHjalIMIA, IITO 3HAYM J1a je CUTyalldja He3aJoBoJbaBajyha ako
¢byuknuonume x — 1 unum Mame cujanmia. AKO ce ca X 03Hauu clly4ajHa MPOMEHJbUBA
BEJIMYMHA KOja MpejacTaBba Opoj UCIpaBHHUX CHjaliuila, OHJA ce BepoBaTHoha na he OutH x
UCTIPaBHUX CHjaJIMIIa MOXKE M3padyHaTH U3 U3pasa:

f(x)=P(x=x)=(1)p" (1-p)"", x=0, 1,2, ., n. (3.67)
Oyuknuja gara jegHadynHoM (3.67) mpencraBiba (YHKIM]y TYCTHHE BepoBaTHOhe y
ciy4ajy OmHOMHE pacronere. Ynan (Z) MOJKE J]a c€ U3padyHa U3 pemaluje:

A\ n!
(x)_(n—x)!x!' (3.68)

Ha ciumu 3.16 nat je usrnen GpyHKIMje TyCTHHE pacmoaene f(x).

A
f(t)

| I
0 X

Cnuxa 3.16 Qyukyuja ecycmune bunomHe pacnooeine

VY oBoMm mpumepy 3axteB he OWTH 3aJ0BOJBEH HE caMO Kajua je Opoj HCIpaBHHUX
cUjanuia jeAHak x, Beh u kajga je mwuxoB Opoj Behu ox x. I[Ipema ToMe, MHTEepecaHTHA je
BepoBaTHOha (yHKIMOHKCama X, X + 1,.., n cujanuna. 3Hauu:
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P(X >x) ZP Z( ' (1-p)"". (3.69)

i=x

Jennaunna (3.69) MOJK€ Ce€ HalKucaTu U 'y O0JIHKY:

i=x—1

P(X2x)=1-P(X <x-1)=1-Y (! )p'(1-p)"". (3.70)

i=0

Oynkuuja obnuka P(X < x — 1) mpencrasiba KyMyJaTUBHY (QYHKUH]y pacnojene. Y
HaBEJICHOM TPUMEPY, aKo ca y obernexu Opoj HEMCIPABHUX CHjaNIHIIA, OH/IA j& YCIIOB Ja UMa
X — 1 nnm Mame UCIPaBHUX CHjalTUIIA HCTO IITO U YCJIOB Jla UMa ) WM BUIIIE HEHCIIPaBHUX
cujanuIa, Tj.:

y=n—(x—l):n—x+1. (3.71)

CrnyyajHa MpoMEHJbHMBA BEJIMYMHA ) KOja MpeacTaB/ba OpOj HEUCHPABHUX CHjaNIMIA,
nmahe aHanorso jegHaunuu (3.67) cneaehy gyHkmmjy ryctiure BepoBaTHOE:

f(»)=P(Y=y)=(2)1-p) p"",y=0.1,...n. (3.72)
Ako ce yBeqie o3Haka 1— p = g oHpa je:
f(y)=P(Y=y)=(1)g" (1-9)"",y=0.L...n. (3.73)

Capa ce _]eL[Hatn/IHa (3.70) moxe nucatu y cienehem oOnuKy:

P(X2x)=1- ZP =i)=1- Z( ) (1-4)"", (3.74)

OJTHOCHO:
& i n—i
P(XZx):P(YSy—l)—l—Z(l)q’(l—q) . (3.75)
i=0
Cpenma BpegHoCT (PyHKITH]E TYCTUHE BepoBaTHOhe narte jemHauynHoMm (3.67) ouhe:
T, =(X)=np, (3.76)

U TIpe/icTaB/ba OYEKHBAaHU Opoj cucTema Koju he ycmemrHo o0aBUTH HEKM 3aJaTak, ako je n
yKyTlaH O0poj cuctema, a p BepoBatHoha jaa he jean cuctem ycnemHo o0aBUTH 3a7aTax.

Cpenma BpegHoCT (PyHKIH]E TYCTUHE BepoBaTHOhe narte jeqHadynHoMm (3.72) ouhe:
Ty =(Y)=nq, (3.77)

U TpeJCTaB/ba OUEKHWBAaHU Opoj cucTema Koju he OTKazaTH y TOKY HEKOI 3a/aTka, IJe je n
yKyTiaH 0poj cuctema, a ¢ BepoBatHoha aa he jejan cucTeM OTKazaTH y TOKY 3a7aTKa.

3.6.2 NoacoHoBa pacnogena

Kao u 6unomna u IloacoHoBa pacmojena cmaja y TpyIy AMCKPETHUX pacrojena.
dyHKIM]ja TycTHHE BepoBaTHOhe 3a [loacoHOBY pacmoneny /ata je jeTHaYMHOM:

f(t) = P(X = x)_“xefa, x=0,1,2 ... (3.78)

rae je X ciydajHa MpOMEHJbMBA BETMYMHA KOja O3HauyaBa Opoj OTKasa, a @ je mapamerap
(a > 0) koju 03HaUaBa HajBEPOBATHUjU OPOj OTKA3a.

Kana je kox 6unomue pacronene aare jenHaunHoM (3.73) n > 20 u g < 0,05 ona ce
MOXe€ 3a710BoJhaBajyhe anmpokcumupaty [1oacOHOBOM pacmoaeniom, mpu 4emy je @ = ng.
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KymynartuBHa ¢yHKIHMja pacnojiene 1aTa je u3pa3oM:

F(x):P(X:x):Za; , x=0,1,2, .. (3.79)
i X!

O6muk ¢ysknuje TycTuHe BepoBaTHohe 3a IloacoHOBY pacmozeny aar je Ha CIUIU
3.17.

A
(1)

0 528

L
>

Cnuxa 3.17 I[loaconosa pacnooena y yHkyuju cycmute

Oyuknuja ryctuHe BepoBaTHohe 3a [loacoHOBY pacmozeny MOXKE C€ HAIHUCcaTdH y

00JHKY:
fe =P =x) =20
i!

rIe je A KOHCTaHTa Koja o3HauaBa (pPEeKBEHIM]y onurpaBama oipeheHux norahaja y
JEeOMHUIY BpeMeHa, a ¢ je GPUKCUpaHN BPEMEHCKH WHTEPBAJL.

To 3Hauu, ako je A (pekBeHIMja [ellaBamba OTKa3a Yy JEOUHHUIM BpEMEHa, Yy
BPEMEHCKOM HMHTEpBAly ! MOXKE C€ OYEKMBaTH YKymHO A+ oTka3za. IIpema Tome, y oBOM
ciyuajy mapamerap [loacoHoBe pacronmerne o jeaHak je A4 Kama je Opoj oTkaza x jemHak
HynH, jenHaunHa (3.78) MMpEKTHO Naje m3pa3 3a MOY3JaHOCT MISHTHYaH ca obOpacieM 3a
MOY3JJaHOCT y CJIy4ajy eKCIIOHEHIIMjaIHe pacio/erne.

Cpenma Bpeanoct [loacoHoBe pacmojene 1ara je jeTHaYnHOM:

Ty (X) =0, (3.81)
TJIe a IpeICcTaB/ha OYeKMBAaHU OpOj OTKa3a.

. x=12,.., (3.80)
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3.6.3 N'eomeTpuUjcka pacnogena

Hexka ce u3Boau HU3 ekcriepuMeHarTa Mpu 4eMy je BepoBaTHOha ycrexa CBAaKOr Of HHX
p, a BepoBaTHoha Heycnexa ¢ = 1 — p. OBo cy 13B. bepnynmujeBu ekcniepumentu. CiydajHa
BenMunHa X mpezacraBiba jgorahaj ga je moTpeOHO M3BPIIMTH TaYHO # €KCIIEpUMEHaTa 10

MIPBOT HEycrexa (Ha mpuMep 0TKaza) MMa TeOMEeTpHjCKy pacmojeny. OBa pacmojena jiara je
U3pa3oM:

f()=P(X=x)=q(1-q)"",

(3.82)
a MaTeMaTUYKO OYCKUBAHE j€ JeTHAKO:
1
T, (x)=—. (3.83)
q

Wsrnen pacnogene 3a g = 0,5 gar je Ha ciunu 3.18.

A

S

0

x

Cnuxa 3.18 Uzeneo eeomempujcke pacnooene 3a q = 0,5
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4. HOPMAIHA PACNOAOENA

VY Teopuju BepoBaTtHOhe, HOpMmanHa (["aycoBa) pacmojena je HeMmpeKuaHa pacrojesa
BepoBaTHONe, KOja ce 4ecTO KOPUCTH Kao TpBa ampoKcuMaluja aa Ou ce omucana peaaHa
BPEIHOCT CIIy4ajHO NMPOMEHJBUBHX KOj€ TEXE Ja c€ OKyIe OKo jemHe BpenHocTH [4]. Kpura
onropapajyhe ¢ynkuuje ryctune BepoBatHohe je o0nrka "3BoHA", U mo3HaTa je kao ['aycoBa
(dbyHKIMja WM 3BOHACTA KPHUBA!

e
f(t)=———e * ,t20, u>0, >0, 4.1)

\2rmo?
rae je:

t - BpeMe paja g0 OTKasa,

7T - MAaTEMATUYKa KOHCTAHTA,

e - MaTeMaTU4YKa KOHCTAHTa,

[ - apUTMETHYKA CPeJIMHA CIIy4ajHO POMEHIBUBE U
0 - CTaHJIap/IHA OJICTYIIAkE CITyYajHO IPOMEHIBHUBE.

2
Hopwmaina pacrionena ca mapamerpuma 4 = 0 u ¢” = 1 ce Ha3WBa CTaHAApIU30BaHA
HOpMAaJIHa pacrojiena.

4.1 UcTtopujat HopmariHe pacnoperne

Kapn ®punpux lNayc (Carl Friedrich Gauss) je pohen 30. ampuna 1777. rogune y
BpyHCBUKY Kao CHH CHpPOMAITHUX pPOIUTEsha, a ymMpo 23. ¢ebpyapa 1855. roamne y
l'etunreny, rae je ckopo moja Beka OMO IUpeKTop omcepBaropuje [5]. Jom y panum
rOJIMHaMa IMoKa3ao0 je M3Pa3uT CMUCA0 32 MaTEMaTHKY, TAaKO J1a C€ JaHaC CBPCTaBa y HajBehe
MaTeMaTu4ape CBUX BpeMeHa. Hak je W caM M3jaBHO Ja je IpBO Hayuduo Aa Opoju, ma 3aTHUM
71a 9uTa.

BberoBa cnuka je ykpamaBaja JAyro HOBYAaHHMILy OJ JIeCeT HEMAauyKUX Mapaka, Ipe
yBohema eBpa (cimka 4.1).

Cnuxa 4.1 Hosuanuya o0 10 mapaxka, ca I'aycosum auxom
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Tokom cBor »HBOTa 3agpXao je nap JAa o00aBjba HajCIOXKEHHj€ MaTeMaTHYKe
npopauyHe y riaBu. [lo3Harta je aHerjoTa Koja Kake J1a je jeTHOM MpuiInkoM ['aycoB yuuTesb
3ama0 aa ce cabepy cBu OpojeBu ox 1 mo 100, kao gomahu 3agaTak 3a cBoje yueHuke. Ha
IETOBO BeNWKo W3HeHahemwe, ['ayc (koju je Taga mmao 7 ToauWHA) OAMax je JOHEO CBOJ
pesyatar: 5050. Tapammu Miaad MaremMaTHyap je u3padyyHao Ha cienehw HauyuH:
[Tocmatpajyhu vm3 1, 2, 3, 4, ..., 97, 98, 99, 100, uuje je wianoBe Tpebano cabpaT, youuo je
M3BECHY 3aKOHUTOCT: Kaga cabepe 1 u 100, 2 u 99, 3 u 98, u Tako nasme, yBeK A00Hje 30up
101. TakBux mapoBa uma tauno 50. Otyna je Tpakenu 30up jemnak 50x101 = 5050. Onaj
MOCTYTIaK Ha3BaH je ,,['aycoB mocrymak™.

Tagammsu BojBoga Kapn Bunxenm depaunany je mpeno3Hao HErop TajieHaT W IUIaTHO
My LIKOJIApUHY Ha yHUBep3uTeTy, Kaponuucku konen. Ty ra je nmpodecop EGepxapa Ayryct
Buixenm Bon 3umepman 3ama3uo U gajk€ HacTaBHO Jia ra mojactuue. Hakon mokropara, ['ayc
je ’xuBeo y bpyHCBUKY ca peaTHBHO MajloM IUIaTOM, KOjy My je ruiahao BojBoaa. Kacuuje u3
3aXBAJIHOCTH TMPEMa BOJBOJM TOCBETHO My je Kmury "Disquisitiones Arithmeticae", koja je
Ousa peMeK JeJI0 MOJIEpHE apUTMETHKE.

[Topen mMaremaruke, 0aBHO ce W (PU3UKOM, anreOpoMm, MPUMEHEHOM MaTEMaTHKOM.
Ceercky cmaBy je crtekao, kama je 1801, y crapoctu on 24 roauHe, pa3BUO METOAY
M3padyHaBama IyTama HeOEeCKUX Tena, M3padyHao je myTamy manor Kepeca, TEK OTKpHBEHOT
iaHeTouaa. l'ayc, Koju je jom 3a >KMBOTa HOCHO TUTyMy ,llpuHiy MaTtematuke® je cBoje
MPOHAJIACKE YBPCTHO y MHOTO PA3IMYUTUX AMCIHUILUINHA, Ka0 CTO Cy T€OMETpHja, TEOpHje
OpojeBa, MexaHHKa HEOECKHX Tella, Feoie3uja, ONTUKA UTA. ['ayc je KOPUCTHO CBOjE 3HaE 32
MIPEIU3HA]E TPEeMepaBame 3€MJb€ W Pa3BHO XEJIHMOTPOI, AYro BpeMeHa BaxaH ypehaj 3a
Mepemwe Ko reometapa. [lopexn Tora, mpoy4yaBao je MarHeTusam U €JIeKTPULIUTET, U3TPATUO
je TpBe eNeKTpoMarHeTHe Teierpadcke Be3e y cBeTy. layc je mmcao Ha HEMaykoM,
JATUHCKOM, (DpaHIlyCKOM, €HIJIECKOM U pyckoM. Heku mcropuuapu cMatpajy, a joul HUje
MpoIIeHh-ECHA MTyHa IMUpHUHA ['ayCOBUX MOTYhHOCTH, jep PETKO KO TOBOPU TOJIMKO jE€3WKa U Y
HCTO BPEME C€ CHaJIa3W y CBUM THM JucuuIUiMHama. Ca JaeBeTHaecT roJiHa yCIeno My je Aa
KOHCTpywIne xenrtaaekarod (17 jeaHakux ctpanuima). To je OMIO CeH3alMOHAIIHO OTKpuhe,
JOIII OJT aHTUKE Ha TOM MOJIPy4jy HHje OMII0 3HAaYajHUjuX Hanpeaaka. Ca ocaMHaecT To/IMHa je
MPOHAIIA0 ,,METO/I HAjMabUX KBaJpaTa“ M MpOHAIIa0 3aKOH HOPMAaJTHE PacIioieNie Tpelaka.

Bberose Teopuje o m3pauyHaBamwy NOBPIIMHE UCIOA KPUBHX J0Bejie cy 1o 'aycoBor
MaTeMaTHYKOT KJIaTHA, KOjU C€ JaHac ymoTpeOJbaBa y padyHamy BepoBaTHohe cTaHmapiHe
HopMasiHe pacrnofienie [6]. CaMuM THM je BHUIIE MaTeMAaTUYKHX [10jMOBA HAa3BaHO H-ETOBUM
MMEHOM - ['aycoBa koHcTaHTa, ['aycoB anropuram, ['aycoBa KpuBHHa.

Hopmanna wumu TaycoBa pacmozmena ce cMarpa HajIONYJapHUjOM PACIOICIOM
BepoBaTHohe y cratuctuiy. [locToju Hekommko pasnora 3a To. [IpBo, HOpMaTHO] pacmoaenu
ce aHAJIMTUYKH MOXe BeoMma Jiako yhu y Tpar, To ject, BeJIHKH Opoj pe3yiTara y Be3u OBe
pacrioziesie MOJKe C€ M3BECTH y SKCIUTUIIMTHOM 00JHKY. [lpyro, HOpMaiiHa pacrozena HacTaje
Kao pe3yJiTar HeHTpaJlHe IPaHuYHEe TeopeMe, Koja Kaxke Ja y O1aruM ycioBUMa 30Mp BEJIUKOT
Opoja ciy4ajHUX IPOMEHJBHBUX ce pacropelhyje nmpubmmkao HopMmanHo. Ha kpajy, 3BoHacTH
OOJIMK HOpMaJlIHE pacmojeie je TNOrofaH 3a MOJeNUpame BEeJIUMKOr Opoja CllydajHO
MMPOMEHJBUBUX KOje ce cpehy y mpakcu. Hopmanna pacrogena je BakaH THIT CTaHIApIHE
pacnioznene BepoBaTHohe. Bbena ryctuna BepoBaTtHohe je Ha3BaHa u laycoBa QyHKUMja,
l'aycoBa kpuBa unu ['aycoBa 3BOHacTa KpHBa.

W3 Tor pasnora, HopMmasiHa pacrojena ce 4ecto cycpehe y mpakcu, U KOPUCTH c€ y
CBHUM II0JbFIMA CTATUCTHKE, y PHPOTHUM U APYIITBEHUM HayKaMma, M Kao jeJHOCTaBaH MOJIEI
3a CIIOKEHE MojaBe. AKO ce MMa Ha yMy Ja HOpMaJHO pacropeheHa MpoMeHJbHBAa UMa
CUMETPHYHY PAcCIoJIeNly OKO CBoje cpeaune. [IpoMeHIbrBe Koje pacTy eKCIOHEHIIMjaTHoO, Kao
IITO Cy IIEHEe, MpUMarma WIH TOIyJalKja, Cy YeCTO MCKPUBJbEHE HA JIECHO, a CAMHM THM
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MOTYy OUTH 00Jbe OMHCaHe IPYTHM pacrojesiaMa, Kao IITO Cy JIOr-HOpMaliHa pacrlojena Wiu
[Tapero pacmopena. [Topexn Tora, BepoBaTHOhaA /1a ce BUAM HOPMATHO pacniopelera BpeaHocT
Koja je maneko (Tj. BUIIE OJ] HEKOJIWKO CTaHIAPAHUX OJCTYIama) OJf CPeIrmhe BPEIHOCTH,
omaga Beoma Op3o. Kao pesynarar Tora, CTaTUCTHYKH 3aKJbydak KOpHCTEhW HOpMaIHy
pacmnojienny HUje poOycTaH Ha MPUCYCTBO CIOJHHOT (akTopa (MmojJany KOju Cy HEOUeKHBAHO
TAJIEKO O] CPEIFhe BPEIHOCTH, 300T M3y3eTHIUX OKOJHOCTH, TIOCMaTpama rpemike uta.) Kamga
ce cmojbHU (aKTOp OueKyje, Mogal Mory Outu Oosbe omucaHu kopuctehu crtporo
MPOIICH-EHY pacmoeny, kao mro je CTyeHToBa T-pacioena.

Ca TexHUYKe TayKe IJIeIUIITa, OCHOBHE KapaKTEPUCTUKE HOpMaTHE paclojierne Cy:

® HOopMajHa pacrojielia je jerHa arCOJyTHO HEMpEeKHIHA pacrojiesia Ydju Cy CBU
CTaTHUCTUYKYA MOMEHTHU U3HA] MpBa JBa (Tj. OCUM CPEII-ET U BapujaHCe) HYJIa,

® 3a JaTy cpelmy BPEAHOCT M BapHjaHCy, OAroBapajyha HOpMaliHa pacrojeinia je
HEMpPEeKUJIHA pacrojelia ca MAaKCUMATHOM €HTPOIIH]jOM.

[TyHO pupoIHUX, TPUBPEAHUX U WHKECHEPCKO HAYYHHX MPOIleca OMUCYjy ce moMohy
HOPMAaJTHE pacrojiesie Wi MPelu3HO WK y HajMamky PYKY y BeoMma 100p0j arrpoOKCHUMAITH]H.

CrnyuajHe BeIMYMHE Ca HOPMAIHOM PAaCHOJIENIOM YIOTpeOshaBajy ce MpPU ONUCUBAMY
CIy4ajHUX TOKyIaja Koj oapehuBama Op3uHa, Tpemiaka MpH Mepewmy, Tperiaka pu
nmocMarpamy Kao:

- CIy4ajHUX TpelIaka Mmpyu Mepemy U IocMaTpamy,

- CIy4YajHUX OJCTyIama O HOMUHAIHE Mepe MPHU U3Pau paTHUX MIpeIMeTa.

4.2 NledbvHnumnja

JennaurHa 3a QyHKIM]y TYCTHHE OTKa3a y Cilydajy HOpMajHe pacro/erne je:
f(@t)= ! %(%#)2 t>20, u>0, o>0 4.2)
- / NP e , 120, >0, 0>0, .
rae je:
[ - Cpellba BPEAHOCT,
0 - CTaH/IapJlHa OJICTYTAkE U
{ - BpeMe OTKasza.

To je mBomapamerapcka pacrojiena ca rmapameTpuMma u M o, Koja mpeacTaBba qo0ap
MOJIET Y CilydajeBHMa KaJa J0JIa3u JI0 MOCTENEHOT CTapemha CUCTeMa Y TOKY yHoTpeode, Tj.
Kaza ce jaBspa mcrpomeHoct [1]. [Ipu ompehuBamy moy3maHOCTH PETKO c€ KOPUCTH OOJIHK
HOpMaJHe pacrojene JnaT jenHauynHoM (4.2), jep ce HMHTerpajl Te jeHaYuHE HE MOXKe
M3padyHaTH y KOHauHO] ¢opmu. 300r Tora ce KOPHCTH T3B. CTaHIapAM30BaHA HOpPMajHa
pacnioziena ¢(z), 3a Kojy mocToje Tabese u3 Kojux ce Mory Hahu MmoBpIIMHE UCTION (PyHKIHje
TYCTHHE OTKa3a 3a OWJIo Kojy HOpMaiHy pacnojeny. JemHaunHa (4.2) MOXe Ce TIPEBECTH Y
CTaH/apIr30BaHH OOJIMK yBoh)emeM cMeHe:

ZH 4.3)
o
[Tormrro moBpmmHE Bciof f(f) U ¢(z) Mopajy OUTH jeTHaKe BaXKH OJTHOC:
f(t)dt:go(z)dz. 4.4)
W3 jemnaunne (4.4) cnenu:
t)dt
p(n) = L% (4.5)
dz
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TOK ce nudepeHnupameM jennaunne (4.3) noduja:

dz = %_ (4.6)
3ameHoM y jenHauuny (4.5)n00mja ce:
p(z)=0f(1). 4.7)

VY3umajyhu y o63up jenHaunHy (4.4) Moke ce HamucaTH KOHA4aH OOJUK TyCTHHE
CTaHIapAM30BaHE HOPMAJTHE PacIoIelie:

o=

7€ je z naro jeaqHaunHoM (4.3).
DyHKIMja KyMyJIaTUBHE pacmojerne ouhe jeaHaka:

F(z)= j;go(z)dz = ﬁie‘;zz dz . (4.9)

Ha cnunm 4.2 nar je usrnen rpaduka ryCTMHE HOpMajHE pacmojene, a Ha ciauiy 4.3
rpaduk GyHKIIH]E TOYy3/1aHOCTH.

Lo

e? |, —w<z<o, (4.8)

A A
f(t) 0(z)
o 0 g
(&) g
0 u t

Cauxa 4.2 I'vemuna nopmante pacnooene

L.
>

0 t

Cnuka 4.3 @yuxyuja noysoanocmu y Cryyajy HOpmaine pacnooene
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Hopmanua pacmomena ce Hajuemhe osHadaBa ca N(u,o”). Hajuemhe cioBo N je
3ammcaHo y Kamurpadckom Qonrty. Tako, Kama je cilydajHO NMpPOMEHJbMBA X, HOPMAalHO
pacropeljena ca cpearoM BpeaHomhy y 1 BapHjaHCOM 0°, TIHIIE Ce:

X~N(u,c?), (4.10)
rae je X — cily4ajHO IPOMEHJbHBA.

Kopumhemem jennaunne (4.7) u yBohemeM cTaHAapIn30BaHEe HOPMAJHE pacHojerne,
(byHKIMja TOY3JaHOCTH Ce MOXKe TOOUTH Y OOTHUKY:

R@)= [ f(0)dt = [ p(2)dz, (4.11)
OJTHOCHO:
R(t)=1- _[ p(z)dt=1-F(z). (4.12)
(DYHKI_[I/Ija_:IHTeHSI/ITeTa oTkaza A(f) nobuja ce u3 jeqnaunna (2.17) u (4.7):
_ SO _ 92
At) = RG) oR(0)’ (4.13)

To je monoTOHO pactyha ¢yHKIIM]ja BpeMeHa, a ’eH U3IJea JaT je Ha ciuiu 4.4 .

A
()

Y

0 t
Cnuka 4.4 @yukyuja unmenzumema omraza y Cryyajy HOpmaniue pacnooene

OBze Tpeba naTH HANOMEHY Koja ce€ OJHOCH Ha MOBPIIMHY UcnoAa ¢yHkuuje f(7), Tj.
@(z). OBa ¢dyHKIHMja je AeuHICAaHA 32 BPEIHOCTH ¢, Tj. z, OJT —00 JIO +00, M OHJIA j& TTOBPIITNHA
ucrnoj w\e jenHaka 1. Mehytum, xako Bpeme He MoXe na Oyje HEraTHBHO, Y TCOPHjH
MOY3JJaHOCTH C€ HOpMaJIHa pacrnojena aeduHume 3a Bpeanoctu ¢ og 0 mo o. To je cacBum
MIPUXBATIJbUBO, jep Ha MpuUMep, kKaaa je ¢ = u—4,50 = 0, 1j. z = —4,5 (cnuka 4.5), noBpiIMHa 32
t <0 je crera 0,0000034 mro ce moxe 3anemaputu. Kan je t = 4 — 3,5¢ = 0, 1j. z = 3,5
noBpmmHa 3a ¢ < 0 je 0,00023 mro je Takohe Manmo, UTA. Y MpPaKCH, OTKA3W y 30HH T3B.
HETaTUBHHMX BpEMEHa O3HayaBaJid OM OTKa3e KOjU Cy C€ AECCHWIM Ipe HEro IUTO je& CUCTEM
nymTeH y paa. Taga ce y3uma Ja cy OBaKBH OTKa3W JECHIN y BpemeHy ¢ = (), a HHXOBH
y3pOILM Cy Yy Tpelkama Koje HHje OTKpHia KOHTpojia KBainuTera. BepoBaTHoha jemaBama
OBaKBE BPCTE OTKa3a MOXE C€ M3pavdyHaTH aKo C€ 3Ha KOC(PHUIMJEHT BapHjaldje, Tj. OTHOC
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u3mel)y craHmapaHOT OJACTyHama ¢ W Cpedmke BPEAHOCTH 4. Pemumpouna BpegHOCT
koedumjeHTa Bapujaiuje je (/o, a Bpeanoctu ¢ = 0 oaroapa BpeaHOCT z = —u/o (cauka 4.2
u jennaunna 4.3). [Ipema Tome, ocTaje Aa ce U3 Tabese MpoYrTa BPEAHOCT MOBPIIUHE UCIION
HOPMAaJIHE pacriofiesie JIeBO o —i/o, mto he matm BepoBaTHONY jeliaBama OBAaKBE BPCTE
OTKa3a.

Hcto Tako, y Teopuju MOY3JaHOCTH BPEIHOCT 3a i YBEK j€ TO3WUTHBHA, jep j& TO
BpPEMEHCKa KaTeropuja, JOK y OCTaIlM MpUMEHaMa OBa BPEIHOCT MOXKe OUTH O] —o0 JI0 0.

Ha cmumm 4.5 npukaszana je wiycTpanuja Ie(UHHUCAHOCTH HOPMAaJIHE pacIofiesie 3a
ciyaaj t = 4 — 4,50 = 0, 1j. z=—4,5.

A A
f(t) 9(2)
< 4.5¢ >
0.0000034
B | | | | | | | >
. -3 2 -1 0 1 2 3 4 E
0 I I I I I I I I I >
w4 u-3c u-le un-lo L n+lec p+2c p+3c p+do

Cnuka 4.5 HUnycmpayuja oegpunucanocmu nopmante pacnooene

HajjennocraBHuju ciydaj HOpMallHE pacmojienie je MO3HaT Kao CTaHAapAu30BaHa

HOpMAaJTHa pacrojiea, onmucana (yHKIIUjOM BepOBaTHONE I'yCTHHE:
1.2

p(x) = =7 (4.14)

®daktop 1/v/2T y oBoMm m3pasy o6e36elyje fa je yKyIHa MOBPIINHA HCHOM KpHBE ¢(X)
jenHaka jemaH, u 1/2 y ekcrioHeHTY yuHM "mupuHa" KpHBe (MEPEHO Kao IMojia pacTojama
n3mel)y mpeBojHUX Tayaka), Takohe jeqHaka jenuuuny [4]. Tpagumuja je y CTaTHCTULIM Jla ce
03Hauu OBa (PyHKIIMja ca TPUKUM CIOBOM " @“ (Ppu), 10K cy rycTuHe (HyHKIHje 3a CBE OcTaje
pacroziesie 0OMYHO O3HAYaHe ca CIOBUMA f WIH p.

VY onmrem cMucily, HOpMallHE paclofene pe3yiaTHpajy U3 eKINOHEHIMjaTHUX
KBagpaTHUX (QyHKIMja (Kao IITO EKCHOHEHIMjaJHEe pacmlofeNie pe3yiTupajy u3s
EKITOHEHIIMjalTHUX JTMHeapHuX (PyHKIMja):

flx) = eax?+bx+c (4.15)

Tume ce nodOuja kacuuan "3BoHacT" 00JUK (1O YCI0BOM 1a je cByaa a < 0, Tako 1a je
KBajJpaTHa QyHKIMja KOHKaBHA). OOpaTuTH nMaxmy Aa je ceyaa flx) >0 .
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Moxe ce NoAeCcUuTH:

1) na ce xouTposuiie "mupuHa" 3BOHACTE KPUBE,

2) na ce kpehe EHTpaTHUM BPX 3BOHACTE KPHUBE JIyK X- OCE,
3) na ce KOoHTpouIe "BUCHHA" 3BOHACTE KPHUBE.

Ja 6m f(x) morna ga Oyne peanHa ¢yHKIIMja BepoBaTHONE TYCTHHE, Y 3aBUCHOCTH 01 R,
Mopa ce uzabparu 1oz 3), Tako jaa f_oow f(x) dx = 1 (urro je jenuno moryhe kana je a < 0).
MHoOro je akmie OmUcaTd HOPMAlHy pacIoliely TpPeKO apUTMETHYKE CpeIuHe

U = —b/2a v Bapujance 62 = — 1/2a, Hero kopumhermeM Tayaka 1), 2) u 3). IIpenasak Ha
OBE HOBE TapaMeTpe J103B0JbaBa Jla ce npenuile (GyHKIHja BepoBaTHohe TyCTHHE y TO3HATO)]
dhopmu:

1 —w 1 x—U

[0 =G=e = =50 () (4.16)

OOpatuT Maxmwy Ja je 3a CTaHIapAu30BaHy HOpMalHy pacrnoneny, u = 0 u o = 1.
[Tocnenmu neo jeqHayMHE TMOKasyje Aa ce OWIo Koja Jpyra HOpMallHa PacIojiesia MOXKe
CMaTpaTH BEp3HWjOM CTaHAApIU30BaHE HOPMAJHE pacrojeie, Koja je XOPU30HTAITHO
pacternyTa momohy ¢akrtopa o, a 3aTUM TIOMEpEHa Yy JEeCHO 3a BpeaHocT u. Jlakie, u
ne(uHUIIe TO3UIIM]y LEHTPAIHOT BpXa KpUBE, a ¢ Mpeuu3upa "mupuHy" KpuBe.

[TapameTap u je y WCTO BpeMe apUTMETHUYKa CpeIuHa, MeAHjaHa M MOJa HOpMallHE
pacniozene. [lapamerap o° ce 30Be BapHjaHca; MOIITO 332 OWIJIO KOjy HACYMUYHO MIPOMEHJbUBY
MoKa3yje KOJHUKO je KOHIETPUCAHA pacrojesia OKO CBOje apUTMETHYKe cpeaune. KBaapaTau
KOPEH O 6° Ce 30BE CTAHIAP/IHO OACTYIIAE H TO j¢ MIUPHHA (YHKIjE IyCTHHE.

dyHKIMja HOpMATTHE PacIojiesie BpeMeHa pajaa 1o oTkaza F(f), nepununie ce mpema
jennaunnu (4.17), a BepoBarHOha ucmipaBHoOT pana R(f) npema jennaunawn (4.18):

1 (t-w)?

F(t) = f_too,, = o dt, 4.17)
R(t) =1—-F(t), (4.18)

TJ/Ie j€ ¢t BP€MEHCKH TIEPHOI.

Jla Ou ce wm3pauyHao wHWHTErpan y wu3pasy (4.16), Mopa ce U3BpIIUTH YyBOheme
CTaHIapAU30BaHE CIy4ajHO MpoMeHsbuBe Z = (t — i) /0, y u3pas Tako jaa CIe/Iu:

t 1 _l(t‘_“)z 1z L2
() =f_mee 2o dtzﬁf_ooe 2% dz, (4.19)
rae je:
2
1 =
¢(2) = =e"z, (4.20)
z==% 4.21)
AHanorsHo Tome, u3 jeaHauuHe (4.6) cneau:
2
1T =
¢(2) =2, —=e 7dz, (4.22)

3a ogpehuBeme BpenHoCTH ¢(z) U ¢(z) Kopucte ce Tadbene y noganmma {1 u [12.
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4.3 AnTtepHaTtuBHe ¢popmynaumje ctaHgapansoBaHe HOpMariHe
pacnopene

Heku aytopu ce 3amaxy 3a xopuiieheme MmojMa MPEHU3HOCTH YMECTO BapHjaHCe, U
pasIMuuTO ra aeUHHUIDY Kao T=c - WM 7=c¢ . OBa MapaMeTpu3alija MMa MPEIHOCT Y
HYMEPHUYKHM TIPUMEHAMa TJC je - BeoMa O3y HyJIe H BHIIE j TOTOaH 3a Paj| y aHAIH3H
JIOK je T MPUPOJAH MapamMeTap HOPMAIHE pacrojelie. Joul jeqHa mpeaHoCT Kopulihema oBe
napameTpu3sallyje je y mpoydyaBamy YCIOBHHX pachojesia y MyJITHBAPHjaHTHUM HOPMATHUM
CJIy4ajeBHMA.

Ha nurame, na iu 61 HOpMaiHa pacrojernia Tpedajia a ce Ha3uBa CTaHIApAN30BAHOM,
ayTopu umajy pasnuuure oxarosope. I[lomasehu ox [aycoBux pamoBa, cTaHAapaIu3oBaHa

HOpMaJTHa pacIiojiesia je CMaTpaHa 3a OHy Koja uMa Bapujancy o = 1/2:
2

fO) = ==e" (4.23)

UcrpaxkuBau [turnep (George Joseph Stigler) mme jomr nase ox Tora W TBpAHM Ja
CTaH/[apJHa HOpMaJlHA UMa BapHjancy o2 = 1/2m:

flx) = e ™, (4.24)

[Ipema aytopy, oBa Qopmynamnuja je y MNOPEAHOCTH 300r TOora INTO j€ MHOTO
jenHoctaBHUja (opmyna M Jakimie je 3a namhewme, U HMMa JeIHOCTaBHY IPHUXBATJbUBY
dbopMmyity 3a kKonmmuuHy pacrnogene. Y HIturneposoj popmynainuju ryctuHa HopMmaiae N(u, 7)
ca apUTMETHYKOM CPEIMHOM 4 U TIperu3Holhy 7 6uhe jenHaka:

Flu1) = 167 0mw?, (4.25)

4.4 Kapaktepusauuja

VY mperxomHOM OfEJbKY je HOpMaliHa pacrojena jaeduHucaHa oapehuBameM CBoOje
¢byuknuje ryctuHe BepoBaTHohe. Mel)yTum, mocToje Ipyrd HauYWHU J1a CE OKapaKTEpHIIe
pacnogena BepoBatHohe. OHHM yKJbydyjy: KyMYJaTUBHY pacmojeny (QyHKIHje, MOMEHT,
KOMYJIaHTE, KapaKTePUCTUIHE (PYHKIIH]e, MOMEHT TeHeprcama PyHKIH]E UT/.

4.4.1 dyHKuUuMja rycTuHe pacnoaene

@DyHKIH]a TYCTHHE PACIojielie OMUCYje PENaTUBHY YUYECTAIOCT PA3TUYUTUX BPEIHOCTH
ciy4ajHe mpoMeHsbuBe. DyHKIIMja TyCTHHE HOPMAJIHE pacrojene je narta GopMysiom:

. 2N 1 —(x=w)2/(262) _ 1 xX—u
flsuo )—We Ce-m?/( )_;4)(7), x € R (4.26)

OBo je Moryha (yHKIH]a jeqrHO Kaja BapHjaHca 6° HHje jeHaKa HyTH. Y TOM Ciiyuajy
TO je HeNpeKuaHa paBHA (QYyHKIHMja, onpeheHa ayx Ieie mpaBe JIMHUjE, KOja je Ha3BaHa
l"aycoBa gyHkumja.

CBojcTBa rycTuHe pacnojese:

e Oynknuja f(x) je jeAHOMOJaNHA U CUMETPUYHA Y OJHOCY Ha Tauky X=u, Koja je y
HCTO BpeMe MO/Ia, MEIMjaHa M apUTMETHYKA CpeINHA T PacHoene.

e [IpeBojHE TauKke KpHBE CE y OJHOCY HAa apUTMETHYKY CpPEIUHY Haja3e Ha pacTojamy
O]l jeIHOT CTaHIApIHOT OJCTyMama (Tj., KOA X=u-0 1 X=u+0).

e ['ycTHA cTaHIapAM30BaHE HOPMAJTHE pacmopernie ¢(x) je jeman o oonnka OypujeBux
TpaHcgopmalmja.
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e [TpBu 13B0x @(x) je ¢ (x)=—x¢(x); apyru u3Box je ¢ (x)=(x"—1)¢(x). TenepanHo, n-
TH U3BOJ j€ JaT ToMohy:

@ (0)=(=1)"H\(x) ), (4.27)
rae je H, - XepMuTOB MOJIMHOM 7 - TOT peja.

Kana je 0° = 0, QyHKIH]a IyCTHHE HEe TIOCTOjH.

4.4.2 dyHKUuMja KymynaTuBHe pacnopgene

KymynaruBHa pacnozena onucyje BepoBaTHONY 3a ciydyajHe MPOMEHIBHBE KOja & MOTY
Hahu y uHTepBasIMMa 06nrka (-0, x]. KymynaTtuBHa pacmnojena craHaapan3oBaHe HOpMaTHE
pacmojienie je O3HaueHa ca BEJIMKUM TPUKHM CIOBOM @, U MOXE C€ HM3pauyyHaBaTH Kao
uHTEerpai (GyHKIHje BepoBaTHONhE TYCTHHE:
X

d(x) = \/%_nf_xw e X /2dx = %[1 + erf(ﬁ)], x € R. (4.28)

OBaj MHTErpajg MOXKe jeIMHO OWUTH M3pakeH y CMHUCIY MoceOHMX (PyHKIHja, Koje ce
Ha3uBajy QyHKIMje rpemaka. Hymepuuka MeToja 3a M3padyHaBame CTaHAApIHE HOPMaHE
KyMyJaTuBHE (QyHKLHje je o0jallbeHa y 1ajbeM TEeKCTY. 32 TeHEpUUYKY HOPMAaJIHY CIly4dajHy
IPOMEHJBHBY Ca CPEIMHOM 4 U BapHjaHcoM o-> 0 KyMynaTuBHa ByHKImja he GuTH jeqHaxa:

Fx;u,02) = ¢ (%) = %[1 + erf(%)], x € R (4.29)

KoMmriemMeHT craHmapau3oBaHe HOpMallHe KyMmysathBHe QyHkmuje, Q(x)=I1-D(x) ce
HazuBa (-(yHKIMja, MOCEOHO y paJoBUMa KOjU ce oJgHoce Ha obsacT TexHuke. OBO
mpelcTaB/ba T03aMHy BepoBarHohe ['aycoBe pacmojene, To je BepoBaTHOha mpa je
CTaHJapAM30BaHa HOpMaJlHa cilydajHa mpomeHbuBa X Beha on 6poja x. Ocrane nepununyje
O-dpyHKMje, o KOjUX Cy CBe jeqHocTaBHe TpaHchopmanuje @D, ce Takohe Kopucte
MOBPEMEHO.

CaojctBa:

e CTAHJIApJM30BaHa HOpMallHA KyMyJaTWBHAa (YHKIHMja je JBa IIyTa pOTAIMOHO
cumetpudHa oko Tauke (0,2): D(—x) = 1-D(x).

e u3BOJ o4 PD(x) je jemHaK CTaHIAPAW30BaHO] HOPMaiHO] (YHKIMjU BepoBaTHONH
ryctuae ¢(x):PD'(x) = @(x).

o urTerpain ox O(x) je |P(x)dx = x P(x) + ¢(x).

4.4.3 KBaHTn dpyHKUMja

WuBep3Ha cranaapan3oBaHa HOpMaiHa KyMyJaTUBHA (YHKIIM]ja, KOja c€ 30BE€ KBAHTUII
dbyHKIHja, je U3paKeHa Y CMUCITY UHBEp3HE QYHKIIM]E TPEIIaKa;

¢t (p) =z, =V2erf1(2p-1), p € (0,1). (4.30)

KBanTtnn ¢yHKIMja cTaHAapIM30BaHE HOPMAJIHE pacIiofiesie ce€ OOWYHO O3HayaBa Kao
z,. KBaHTHI z, mpejcTaB/ba TAaKBy BpPEIHOCT Ja CTaHIApAM30BaHAa HOPMalHa CIIy4yajHO
npoMeHJpMBa X HMMa BepoBaTHOhy O TauHO p na ce Hahe yHyTap MHTepBana (—o0,z,].
KBantmim QyHKIIHja ce KOPUCTE y TECTUpAbUMa XUIOTE3a, U3TPAhi HHTEpBaJa MOBEpEHa
nu Q-Q mamnpra. Hajmo3naruja HopmamHa kBaHTWI (QyHKuHja je 1,96 = zj5g75.
Crangapau3oBaHa HOpMaiHa Ciy4ajHO TpomeHspMBa je Beha ox 1,96 mo amncomyTHO]
BpeHocTH Y 5% citydajeBa.

3a HOpMAJIHy CITy4ajHO MPOMEHIUBY Ca ApHUTMETHUKOM CPEIMHOM 4 W BAPUjAHCOM 0°,
KBaHTUJ YHKIIH]a je:

Fl(p;u,0®) =p+op~1(p) =p+ov2erft(2p—1), p € (0,1). (4.31)
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4.4.4 Kapaktepuctu4iHa chyHkuUMja u pyHKLMja NOKPETHOr MOMEHTa

Kapaktepuctuiina ¢yHkuuja @x(f) ciydajHo mpomeHJbuBe X je nepuHHCcaHa Kao
ouekmBaHa BpemHocT €'Y, rje je i uMaruHapHa jenuHMuma, a (€ R je apryMeHT
KapakTepucTuyae ¢yHkuuje. Tako je KapaktepuctnyHa ¢yHkuuja Dypujepona
TpaHcdopMaimja rycTuHe ¢(x). 3a HopMaiHO pacrnopel)eHo X ca apUTMETHYKOM CPEANHOM L
¥ BapHjaHCOM 07, KApaKTepHCTHdHa (ByHKI]a je jeHaKa:

1 . 1

o(t,p,07) = [7 et —— e s gy = I (4.32)

Kapakrepuctuuna QyHKIHMja ce MOKE aHAIUTHYKH MPOCTUPATH T10 1IEJI0j paBHH. Moke
ce nedunncaru kao: ¢(z) = e' Z_%JZZZ, 3a cBako z € C.

DyHKIMja MOKPETHOr MOMEHTA je ne(MHHCAHA Kao OueKHBaHa BpeaHocT e, Kon
HOpMaJTHe pacrozese, (yHKIMja TOKPETHOT MOMEHTA ITOCTOjH U jeIHaKa je:

1 2.2
M(t; u,0%) = E[et*] = o (—it; p, 02) = e H27° " | (4.33)
CraTHCTHYKH MOMEHT TeHepHucaHe (YHKIUje je JoraputaM (QYHKIHjEe MOKPETHOT
MOMEHTA!

1
g(t; i, 0%) = InM(t; u,02) = ut + Eaztz. (4.34)
ITommTo je 0BO KBajJpaTHU HOJIMHOM IO f, CAMO NPBA JBA CTATHUCTUYKA MOMEHTA HUCY

HyJIa.

4.4.5 MomeHTM

Hopmanna pacmomena mma MomeHT cBakor pema [5]. To jecr, xama je X ca
ApUTMETHYKOM CPEJMHOM i W BapHjaHCOM ¢, HOpMalHO pacriopeheno, oyekuBame E[|X[]
MOCTOjU W KOHAYHO j€ 32 CBAaKO p Tako Ja Baxku Re[p] > —1. OOM4HO cMO 3aMHTEPECOBAHU
caMmo 3a MOMEHTE pesia, KOoju cajpike uene opojese: p =1, 2, 3,....

o [[enmpannu momenmu Cy MOMEHTH X-a y OJIHOCY Ha CBOjy apUTMETHUYKY CPEAHMHY .
Tako je HeHTpaJHH MOMEHT pelna p odekuBaHa BpeaHocT (X — w)’. Cranmapam3aiujoMm
HOPMaJIHUX CJIy4ajHO MPOMEHJBMBHX, OBO OueKuBame he Outu jennaxo o’ - E[Z’], rue je Z
CTaHJapAM30BaHa Cly4ajHa MPOMCHJbUBA!

E[(X — p)P] = {Op B aKojepHenapHo,

o (p — 1)!! ako je p mapHo,

opzie n!! 03Ha4YaBa ABOCTPYKH (PaKTOPHje, KOJH je MPOU3BOJI CBAKOT HEMapHOT Opoja o1 7 10
1.

(4.35)

e Anconymuu yeumpaninu momenmu ¢y MOMeHT on |X—u|. OHm ce momymapajy ca
O00MYHMM MOMEHTHMA 3a CBE TTApPHE PEIOBE, alli Cy PA3JIHUUTH O] HyJIe 32 CBAKO HEMapHO p.

. D_p+1
E[IX — u|P] = oP(p — DI - {\/2/77 aKo je p HemapHo,{ _ p . %, (4.36)
1 aKo je p IapHo, Vr
rze nocneama Gpopmyia Baxku 3a OMII0 Koje peanHe Opojese p > —1.
o Momenmu u anconymnu momenmu ¢y MoMeHTH ol X U |X]. DopMynie OBUX MOMEHTa
CY MHOT'O KOMIUIUKOBaHHU]€, M JaTe Cy Y CMUCITY J10/1aTKa XUIIEPreoMeTpHjcKuX pyHKImja 1F

1U.

E[X?] = o7 - (~iv2sgnu) PU (~ 3.5, —3 (4/0)?), (437)
E[IX?|] = o7 - 22 F(g) F (=3935 W/0)?), (438)

OBH M3pa3H Ba)Ke YaK M aKo p HHUje 11eo Opoj.
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[IpBa 1Ba CTATHYKA MOMEHTA Cy jeIHAKAUHO~ , JOK Cy CTATHYKH MOMEHTH BHIIHX
pelloBa jeJTHaKH HyJIU, IITO je MpHuKa3aHo Tabenom 4.1.

Tabena 4.1
1 M 0 i
2 /12+0'2 o’ o’
3 ut3uo’ 0 0
4 4 +6u’e’ + 30" 36" 0
5 0+ 100" + 15u0” 0 0
6 0+ 15u"0" +45u°0" + 156° 156° 0
7w +2100" + 1051°6" + 105u0° 0 0
8 4" +28u°%" +210u"0" +4201°6° + 1056° 1056 0

4.5 OcobuHe
4.5.1 CtaHnpapav3oBate HOpMarHUX Cry4ajHUX NPOMEeHIbLUBUX

Kao mocnmemumia mpBor cBojcTBa, Moryhe je TmoBe3aTH HOPMAJHO pPacIoICJbeHY
CllyuyajHy  TPOMEHJbMBY Ca  CTaHJapIM30BAaHOM  HOPMaJlHOM  pacrojaenom. Ha
npruMep,akoXiMa HOPMATHY PACIOAENy Ca apUTMETHYKOM CPEJMHOM 4 M BapHjaHCOM o,
OHJa:

Z = ’%“ (4.39)

C npyre cTpaHe, TOIITO OCTOjU CTaHAApIHA HOPMAaJHA Clly4yajHa MPOMEHIbHBAZ, YBEK
Ce MOXE U3padyyHaTH jOII jeqHa HOpPMaJlHA ClydajHa TPOMEHJbMBA ca ojapeheHoMm
ApUTMETHYKOM CPEIMHOM /i i BAPH]jAHCOMO™:

X =0Z+p. (4.40)

OBa cranmapam3anyja TpanchopMmaigje je morojaHa, jep omoryhaBa nma ce m3padyHa
¢byHKIHMja BepoBaTHONhE T'yCTHHE M MOCeOHA KyMmyJlaTUBHA (DyHKITMja HOpMajHE pPacIojiene
umajyhu tabeny BpenHocTH (pyHKIMje BepoBaTHOhe rycTMHE M KyMyJaTHBHE (QyHKLHje 3a
CTaHAapIM30BaHy HOpMaHY pacnoneny. Onu he OUTH y Be3U MyTeM:

() = (2E), i) =20 (ZF).441)

4.5.2 CtaHpapAaHo oacTynake U MHTepBanu Noy3faaHocTu

Oxo 68% BpenHOCTH M3BYYEHHX U3 HOPMAJHE pacrnojeiie Cy YJaJbeHU 3a jJeIHO
CTaHJIap/IHO OJICTYNAakE O] CPEAHE BPETHOCTH; OKO 95% BPEIHOCTH Cy Y UHTEpBAIy OJ JBa
CTaHJap/Ha OACTyNama; U oko 99,7% cy y mHTepany o Tpu cTaHAapAHa oicTynama. OBa
YUEHCHHIIA € MMO3HATa Kao mpaBmwio 68-95-99.7, wim emnupujcko npasuio, W npasuio 3-
cuema. llpenu3Huje peueHo, NOBPIIKMHA MCIIOJ 3BOHACTE KPUBE Y UHTEpBANYU—no Uu+noce
n3pavyyHaBa:

F(u+no;p,0%) — F(u—no; u,0%) = ¢p(n) — ¢(—n) = erf (Jl—i) (4.42)

rze jeerf — QyHKIHja rpemnike.
Ho 12 neunmana, BpeqHocTu 3a 1, 2, cBe 10 6,curma tauke cy nate y Tadenu (4.2):
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Tabena 4.2
1 0,682689492137 0,317310507863 3,15148718753
2 0,954499736104 0,045500263896 21,9778945080
3 0,997300203937 0,002699796063 370,398347345
4 0,999936657516 0,000063342484 15.787,1927673
5 0,999999426697 0,000000573303 1.744.277,89362
6 0,999999998027 0,000000001973 506.797.345,897

Hapenna tabena maje cynpoTaH OJHOC CHIMa MYyJTHIUIMKAaTopa KOjU OATroBapa
BPEJHOCTUMA KOj€ CE€ 4eCTO KOPHUCTE 3a moApyuyje noj kpuBoM. OBe BPEIHOCTU Cy KOPHCHE
7ia ce o/ipeqie MHTEPBAJIH MTOBEPEHA Y OApel)eHOM HUBOY Ha OCHOBY HOpPMAJIHO pacropelennx
aHanmu3aTopa y Tabenu 4.3.

Tabela 4.3

0,80 1,281551565545 0,999 3,290526731492
0,90 1,644853626951 0,9999 3,890591886413
0,95 1,959963984540 0,99999 4,417173413469
0,98 2,326347874041 0,999999 4,891638475699
0,99 2,575829303549 0,9999999 5,326723886384
0,995 2,807033768344 0,99999999 5,730728868236
0,998 3,090232306168 0,999999999  6,109410204869

Bpennoct Ha neBoj ctpaHu Tabese TMpeacTaB/ba MPOTOPIM]Y BPETHOCTH Koje he ce
Hahu y 1aToM MHTEpBally, a /1 je caaprKalial] CTaHAapAHOT OJCTyNama Koju oapehyje mupuny
WHTEpBaJIA.

o 41 02 OB 04

Cnuka 4.6 Jujazpam cmanoaponoe odcmynarea

Ha cnumm 4.6, npukasaHn je aujarpaMm T'YCTHMHE HOPMaJIHE pacrojeie y (yHKIUJH O]
CTaHJApAHOT ofcTynama. HajramHuja o6nacT je oJ CperHe yAajbeHa 3a jeJJHO CTaHIapIHO
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OTrpaHMYaBajy 3BOHACTA KpWBA M X - O0ca , IOK Cy JBa CTaHAApIHA OJICTYMAama O] CPEIUHE
(HajTaMHMja ¥ TaMHHUja 00nacT) unHe OKO 95% U Tpu cTaHiapaHa OJACTIAamka (OCEHUEHE
obmactu) unHe oko 99,7%.

4.5.3 LleHTpanHa rpaHM4yHa TeopemMa

Teopema HaBomu na moxa oapeheHuM yciaoBuma, 30HMp BETUKOT Opoja ClIydajHUX
MPOMEHJbUBUX he MMatu MmpuOIMKHO HOpMaNHy pacrnoaeny. Ha mpumep, ako je (xi, ..., Xn)
HU3 HE3aBHCHUX WACHTUYHO pacropel)eHuX CIlydajHO NMPOMEHJbUBHUX, OJ] KOjUX CBaka MMa
Cpelby BPEIHOCT 1 U BapHjaHCy ¢, OHJA IIEHTpallHa TPaHUYHA TeopeMa HaBOIH JIa:

VA (- ) SN (0,02 (4.43)

Teopema he ce ogpkaTh 4ak W ako cyMa X; HUje HE3aBUCHA WACHTHUYHA pacroea,
MaKo HEKa OTpaHUYCHa CTENeHa 3aBUCHOCTH M CTOIA pacTa MOMEHTA jOII YBEK TpeOajy Outu
ne(UHUCAHH.

3Hauaj IEHTpajlHe TpaHWYHE TEopeMe He MOXe OWTH MpeHarnamieH. Benwku Opoj
CTaTUCTHYKUX TECTOBA, pe3yJiTaTa W aHAIN3a Ha KOje ce Hamila3e y MpaKcH, Caapike 30MpoBe
onpeheHnx cirydajHO MPOMEHIFUBHUX, jOIII BHILIE aHATH3aTOpa MOKe OUTHU MPENICTaBIbEHO Kao
CyMe CITy4ajHO TIPOMEHJBHBHUX KpO3 yHoTpeOy yTHIajeM (QYyHKIH]Ee - CBE OBE BEIMYHUHE CYy
peryimcane oJl CTpaHe TeopeMe LIEHTpaliHe TpaHuile U uMahe Kao pe3yiaTaT acCUMIITOTCKY
HOpMAJTHY PacIoJieIy.

Jom jemHa mpakTHYHA TOCTEAWIIA IEHTpaTHE TpaHUYHE TeopeMe je Ta Ja Jpyre
pacrioziesie MOTy OMTH alpoOKCHMHUpPaHe ToMohy HopMalTHe pactozese, Ha IPUMep:

e OMHOMHA pacnioniena B(n, p) je npubnmkHo HOpManHo] N(np, np(1—p)) 3a BeIHUKO n 1
3a p He TPeBUIIe OJU3y HYJIC WU jeUHUIIE.

e [ToaconoBa (1) pacnioniena je mpuOIrKkHO HOpMaiiHa N(4, 4) 3a BEJIMKE BPETHOCTH A.

« ¥ — kBajpatHa pacrozena y°(k) je mpubmmxno Hopmanaa N(k, 2k) 3a Beuko k.

o CtynenToBa pacmnosena #(v) je npuommkao HopMmanHa N(0, 1) kaza je v BeTuKo.

Jla nu cy oBe ampoKCHMaIdje TOBOJFHO TIPEIM3HE 3aBUCH OJI TOTa 3a KOje CBpXE Cy
notpedHe, W OJ CTOole NpuUOIIKaBakba HOPMATHE pacmojelie. YTJIaBHOM Cy TaKBe
ampoKCUMalldje Mame TMPelHu3He y KpajlbuM HHTepBaduMa pacmnojnene. Ommra ropma
TpaHUIla 3a ampOKCUMAIM]y TPEIIKH Y IEHTPAHOj TpaHu4YHO] TeopeMu naje bepu-Ecenosa
Teopema, a modoJblIama anpokcumaiigje cy nara Egosoprosum (Edgeworth) mpommpemnma.

4.6 NoBe3aHe pacnopgene
4.6.1 Onepaumje Ha jeaHOj cny4ajHOj NPOMEHILUBO]

AKo je X HopManHO pacropeljeHo ca CPeIMHOM 4 U BAPH]jaHCOM 0°, OHJIA BAXKH:
o Excnonent X-a je pacnopehen nor-mopmanso: eX~ In N(u, o2).
e AmncomytHa BpeaHocT ox X je: |[X|~Nr(u, 0%). Ao je 4 =0 0BO je IO3HATO Ka0 IOITy-
HOpMaJTHa pacrojea.
e Kgsagpar X/o ima y(Xu)-KBaJpaTHy pacrojeny ca jeAHHM CTEIEHOM Cilo0o/Ie:
X2/0? ~X2(u?/0?). Axo je u = 0, pacropesia ce 30B€ ¥ - KBapaTHa.
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Pacnogena mpomenspuBe X Koja je orpaHMueHa Ha WHTepBal [a,b] HazuBa ce
ckpaheHa HOpMalHa pacroena.

- . . _2
(X — 1)~? uma JleujeBy pacnozeny ca nonoxajem 0 ¥ pasMepoM ¢ .

4.6.2 Kom6buHauuje oBe He3aBUCHE CllyYajHe NPOMeHIbLMBe

Axo cy X; u X, IBe He3aBHCHE HOpPMAJIHE CITydajHe MPOMEHJBHBE, OHJIA BaXKU:
BbuxoB 30up u paziauka cy HOPMAIHO paclopelesbeHH ca CpPeIuHOM Hyla |
Bapujarcom asa: X; + X,~N(0,2).
BuxoB mpousBox Z=X;-X, mpatu NpoU3BOA-HOPMAJIHY pacmojeny ca (yHKIHjOM
rycrure f,(z) = 17 K,(|z|), roe je Ko momudukosana becenosa (yHkumja apyre
BpcTe. Pacrioziena je cuMmeTpudHa y OJHOCY Ha HYJy, HEeMoBe3aHo koja z = 0, u uma
KapakTepucTHuHy QyHKIMjy @,(t) = (1 + t2)~V/2,
BbuxoBa pasmepa mparu crangapa Kommjese (Cauchy) pacmomene: X;j+X,~ Cauchy
(0,1).
IbuxoBa Eyknmacka HopMa / XZ+X2 uma PenejeBy pacnozeny, Takohe 1mo3Hara Kao
X-pacroziesnia ca JiBa CTereHa cio0oe.

4.6.3 KomGbuHaumje aBe NN BULLE HE3ABUCHUX CIy4YajHO MPOMEHILUBUX

Ako cy X;+ X,,...,X, HE3aBUCHO CIy4yajHO TNpPOMEHJbHMBE, OHAA 30HUp HUXOBHUX
KBaJ[paTa UMa ¥-KBaJpaTHy pacroeiy ca n cTenena cuodone: X2 + -+ + X2~X2.

Axo cy X; + X5, ..., X;, He3aBHCHE HOPMAJIHO PACHOJIEIHEHE CIIy4ajHO MPOMEHIBHBE Ca
APUTMETHYKOM CPEIUHOM 4 U BAPUjaHCOM 02, OHZIA je BHXOBA EMIIUPHjCKa CpeMHA
HE3aBUCHA O] y30pKa CTaHJapJHOT OJCTynama. KOIWYHUK OBe JBe BenuunmHe he
umatu CTyJIeHTOBY t-pacnofieny ca n-1 cTerneHoM cioboe:
o Xon Xyt +Xn) =l

SV = (K= 2)2)
Axo cy Xy, ..., Xn Y4, ..., Yy HE3aBHCHE HOPMAHO CIy4ajHO NMPOMEHJbHBE, OHJa he
KOJJMYHUK HUXOBOT HOPMAaJIM30BaHOT 30Mpa KBajpaTa uMmaTu F-pacmoneny ca (n, m)
CTENEHOM CJ1000/1€:

_ (X24XZ2+-+X3)/n

— (YAAYE+4YRE)/m Y

~ln-1. (4.44)

(4.45)
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4.6.5 EkcTeH3uje

Ilojam HOpManHa pacrmojena, Koja je jeiHa Off HajBaXHUJUX pacmojena y TEeOopHju

BepoBaTHOhe, je TPOIYKEH NajieKo W3BaH CTaHIAPJAHUX OKBUPA YHHBApHjaHTHOT (TO jecT
jemHoIMMEH3MOHAMHOT) chydaja (cioyuyaj 1). CBe oBe eKCTeH3HWje ce Takole HaszuBajy
HOpMasTHU WK ["aycoBM 3aKOHH, TaKO Ja MOCTOjH onpel)eHa TBOCMUCICHOCT Y HIMEHUMA.

MynTuBapujaHTHa HOpMallHa pacrojaena omucyje laycoB 3akon y K-

JAUMeH3MOHANHOM  EykiammoBoM — mpocTopy. Bektop k€ R¥  je  Bume

MYJITHBapHjaHTHO-HOPMAJIHO pacnopeler ako je OuiIo Koja JMHEeapHa KOMOHMHaIUja
k .

H>CTOBMX KOMIIOHEHTH .7_; @;X; WMa (YHMBApHMjaHTHY) HOPMaJHY pacrojeny.

Bapwujanca X ako je kxk cumerpuyHe nmo3uTUBHO-0/1pehene matpure V.
Hcnpasena [MaycoBa pacmojiena je WcnpaBJbeHa Bep3uja HOPMAJIHE pacrojene ca
CBHM HETaTUBHHUM €JIEMEHTHMA peceToBaHa Ha 0.
CrnoxeHa HOpPMajHa pacrojielia ce OaBH CIIO)KEHHM HOPMAHUM BEKTOpuMa. 3a
cnoskenu Bektop X € C* ce kaxe 1a je HopManaH, ako 06e HEroBe KOMIOHEHTE U
peallHa W WMarkHapHa 3ajeHO TMOCenyjy 2K-AMMEH3UOHAJIHY MYJITHBAPHUjaHTHY
HOpMAaJHY pacrojeiny. Bapujanca-koBapujaHca CTpyKTypa X-a je omucana momohy
JIBE MaTpulle: MaTpuia Bapujance I, u marpuna ogHoca C.
Marpuiia HopMaJIHe pacro/ieNe OMUCyje Cilydaj HOpMalHe PacIo/Iere MaTpHIIe.
["aycoBu mporiecu cy HOPMaJHO pacrioie/beHU CTOXACTHYKH mporiecd. OBO ce MOXe
MOCMaTpaTH Kao €JIeMEHTH HEeKe OCCKOHAYHO JUMEH3MOHATHOT XHJI0epTOBOT
npocropa H, 1 caMUM THM Cy aHaJIO3W MYJTHBApHjaHTHOT HOPMAJTHOT BEKTOpa 3a
ciydaj k = oo. Ciydajau eJeMeHT 4 € H je HopMmallaH ako 3a OMJI0 KOje KOHCTaHTHO
a € H ckanmapau npousBoa (a, h) uma (YHUBapUjaHTHY) HOPMAJHY paclojemy.
Hekomuko [MaycoBux mpoiieca je MOCTajao JOBOJGHO TOMYJIAPAaHO Ja HMMajy CBOje
Ha3uBe:

o bpaynoBo (Brownian) kperarse,

o bpaynos mocr,

o Opumraja-Ynenbekos (Ornstein—Uhlenbeck) mporec.
I"aycoBa g-pacmozena je ancTpakTHa MaTeMaTH4Ka KOHCTPYKIIMja KoOja MpEICTaBiba
”’q - aHAJIOTH]y”’ HOpPMAJTHE pacrojiee.
q - laycoBa ananoruja je ananoruja ['aycoBe pacrnojerne, y CMHUCIY J1a MAaKCUMHU3UPA
TcamucoBy eHTponujy, W jemaH je onx TumoBa TcammcoBux pacmojena. OOpatute
NaXmky HAa TO Ja je OBa pacrojeia pa3jidyhra oja Tope HaBeneHe [aycoBe (-
pacmozere.

Jenan on1 rmaBHUX MPaKTUYHUX yrnoTpeda ['aycoBor 3akoHa je 1a ce MOJIeN eMIIMPHjCKe

pacrioziefie pa3IMYUTUX CIy4YajHUX NPOMEHJbUBUX TMPOHAIIA0 Yy TPaKCH. Y TaKBUM
ciydajeBuMa Moryha ekcreHswja Ou Owia OMIIMpHHja MOPOAMIIA paclofenie, Koje HUMajy
BHUIIIE O] JIBa MapameTpa U 300T Tora ¢y y MOTYNHOCTH J1a IPEIHU3HH]E YKIIONE eMITHPH]CKe
pacniogene. IIpumep TakBUX eKCTEH3H]a je:

[TupconoBa (Pearson) pacmnosaena — Mopojulia pacnojesie BepoBaTHONE OJ1 YETUPH
nmapaMeTpa KOju TPOUIMPYjy HOpMallaH 3aKOH Kako O ce YKJbY4HJe pasHe
BPEIHOCTH.
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4.7 TecTOBM HOPMArHOCTH

TecToBM HOpPMaTHOCTH MpPOLEHY]y BEpOBaTHONY Ja JaTW HU3 MOJATaKa {Xj,....Xp},

J0J71a31 Of HOpMaTHe pacriopene [4]. YrimaBHOM, HyJITa IPETIIOCTaBKa H) je 1a cy 3amaxkama
HOPMAJIHO pacriopeljeHa ca CpeMHOM 4 U BapHjaHCOM ¢, HACYNPOT anTepHaThBH H, 1a je
pacmnofiena mpousBoJbHA. Benmkum Opoj TecroBa (mpeko 40) cy OCMHUILJBEHH 300T OBOT
npobsema. MIcCTakHyTHjH TECTOBH CYy MOABYYCHHU HCIIOJ:

BusyanHu TecToBH Cy jeIHOCTABHH, alld CYy UCTO CYOjeKTHBHM, IMOILITO C€ OCIamajy

Ha He(hopMaITHe JbY/ICKE MPOILIEHE, Aa Ce MPUXBATH WM 00H]je HyJITa MPETIIOCTABKA.
o Q-Q Hauprt— je Haupt nopehaHMX BPEIHOCTH M3 CKyIla MMOJATaKa HACYNPOT

OYEKUBAaHUM BPETHOCTHMA OJroBapajyhux BelMYMHA CTaHIapAHE HOpMalHe
pacrozene. Tj, To je Hanpr Tauke dopmyne (D (py), X)), Te Cy YLpTHE
tauke py jennake p, = (k —a)/(n+ 1 — 2a) a a je KOoCTaHTHA MOJICIIABAbA
Koja ce Hamasu y unTepBany a € (0,1). Ako je HyinTa MPETHOCTAaBKEe TayHA
HaIpTHE Tauke O Tpebalo Ja Jiexke Ha MPaBoj JIMHUJH.

P-P nanpr— cnnyan Q-Q Hanpry, anu ce qocta pehe kopuctu. Oa meToza ce
cactoju on uprama Taukn (P(zqo ), px), rae je = (k) = (xqy — 4)/6. 3a
HOPMaJIHy pacIioJie/beHe TMOIaTKe 0Baj HALPT O Tpedaso Ja JISKH MO YTIOM
on 45° mmehy (0, 0) u (1, 1).

Bunx-1TanupoB (Shapiro—Wilk) tect cagpxu uumenuny na aunuja y Q-Q
HAIpTY MMa maja BpeaHocTu o. OBaj Tect ynopelyje MpoleHe HajMamHX
KBaJpaTta Taja ca BpemHomhy y3podHe BapujaHce, W ojdaIlyje HyJITy
MPETHIOCTaBKy aKO CE OBE JIBE BETUUMHE 3HAYAJHO PA3IUKY]Y.

o Hampt HOpManHe BepoBaTHOhE.

TecTOoBHM MOMEHTA:

o JI’AryctunoB (D’Agostino’s) K-kBagpatau Tec,
o Xapxke-bepos (Jarque—Bera) Tecr.

TecroBu dOYHKIM]E EMIINPHU]CKE PACHOIEIIE:

o Jlungopcos (Lilliefors) recr,
o Anepcon-JlapnunroB (Anderson—Darling) Tecr.
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4.8 HopmanHa pacnogena y ctaTuctuum

Hopmanna pacnomena mma LEHTpalHy YJIOTY Y CTAaTHCTHYKO] TEOPHjH W TPAKCH,
MOCeOHO y JOMEHY CTaTHCTUYKOT 3aKJby4rBama [7]. 3a HEMPEKUIHY CIIy4ajHy TPOMEHIbUBY
X Kaxe ce J]a ©Ma HOpPMaJHy pacmopely ako meHa (yHKIMja rycTHHe BepoBaTHOha mma
u3pas (4.1).

Hopmanna pacrioziena je y nmoTmyHoCTH Je(UHUCAaHa Ca JIBa apaMeTpa, 4 W 02 ITo ce
kpahe mume: X:N(i, 02 ),u unra ,,X UMa HOpPMaJIHU pacrofielly ca IapameTpuMma u u o2".
Jlakne, ka0 W KOJA CBHX JO cajJa pa3MaTpaHHX pacrojeia, MOCTOjU 4HuTaBa (amuimja
HOPMAJIHHUX PAcIofielia, y 3aBUCHOCTH o1 Moryhux Bpemnoctu 4 u o2. Kana ce y mspasy
X:N(u,0?), u u 02 3aMeHe KOHKpETHMM BpeaHoctuma, Hip. X(100, 25 ), uz damumje je
n3abpaHa KOHKpETHa HOpMaJlHa pacrojena koja he ce mocmarparu.

Hopwmanny pacniogeny mpsu je otkpuo 1733. ¢paniycku matemarndap AOpaxam 1e
Moasp (Abraham de Moivre), kao rpaHnuHu 00NMMK OWMHOMHE pacmojelne, Tj. mocmarpajyhu
mrTa ce jporaha ca OMHOMHOM pacIoie]ioM Kaaa ce Opoj onura HeorpanudeHo nmosehasa. OBa
pacnioznena je Omna mosHara u Jlammacy (Laplace) y npyroj momoBunu XVIII Beka, amu
HBEroBo oTkpuhe, kao HU MoaBpoOBO, HUje MPHUBYKIIO HUKAKBY NMaxmy. Tek kana jy je [ayc
(Gauss) omucao 1809. ronumHe, HOpManHa pacrnojena je Ouia HOTHyHO NpuxBaheHa of
CTpaHe MaTeMaTHYKe M CTAaTHCTUYKE jaBHOCTH. ['ayc je M3BeO HOpMAalHy pacrofeny Kao
MaTeMaTu4Ky (QyHKIHjy HaMEHEHY OMHCY PacIofeia Tpenlaka y MepemhuMa aCTPOHOMCKHUX
oricepBalyja.

4.8.1 3Hayaj HoOpMarnHe pacnogerse y CTaTUCTUYKOj aHanusm

Hopwmanna pacnioniena mpencraBiba Haj3HAYAjHU]Y TCOPH)CKY pacmojieny BepoBaTHoha
u3 cienehux pasmnora:

1. Benuku Opoj mojaBa y mpupojau U APYIITBY, UMa MPUOIMKHO HOPMAJIHY PacIoeny.
Tunuyan puMepH cy BUCHHA, TE)KUHA, KPBHU TPUTHCAK, PE3YJITaTH Ha TECTOBHMA
UHTEIUTeHIINje, Tpellka y MepemrMa UTA. ['eHepanHo, ako Beluku Opoj QaxTtopa
yTHYe Ha HEKy T0jaBy Ha aJWTUBAH HAYWH, U YTHIAj CBAKOT O] FbUX j€ BeOMa Mallu,
MOXKE C€ OYEKMBATH Ja Ta I0jaBa MPHUOIIKHO CIEAM HOPMAJHYy pacmojeny. Y
JICBETHECTOM BEKYy C€, YaK, TBPIMJIO Jla CBE II0jaBe y TMPHUPOAW U JPYIITBY CIIE/e
HOpMaJIHy pacrnozeny. MehyTuMm, Kako je y JBaJieCeTOM BEKYy OTKPUBEH BEIHUKH OpO]
0jaBa Koje 3HATHO OJICTYTajy OJf HOpMaJHE PaCIoJIeNe, OBO TIEIUINTE j€ 00aUYeHO.

2. Hopmamna pacnogena MOXKe MOCTY)XUTH Kao OJUIMYHA ampOKCHMAIlMja Pa3HUX
MPEeKUIHUX pacnojena (Hajuemhe OuHoMHe W [loacoHOBE) 3a OHE BPETHOCTH
napameTpa Koju HHUCy jate y Tabenama BepoBatHoha. J[pyrum peunma, BeIUKH Opoj
MPEKUTHUX PACIOJIENa, ITO/I TOCEOHUM YCIOBAMA, TEXE HOPMAITHO] PACIIOEIH.

3. W3 HopMmanHe pacrojerne je U3BEJCH BEIUKH Opoj Ipyrux HEMPEeKHIHUX pacrojena,
KOjH Takolhe mMajy 3HauajHO MECTO Y CTATUCTUYKO] aHAIM3H, Kao mTo ¢y CTyaeHTOBa
(unmu ¢) pacniofiena, y pacrnojena u F pacnojena.

4. Hopmanna pacromena mpencTaB/ba OCHOBY 3a T3B. IMapaMeTapCKO CTATUCTHYKO
3aKJbYUHBab€ 300T:

a) ’ETOBE BE3€ Ca T3B. IICHTPATHOM IPAaHUYHOM TEOPH]OM,
6) 300r Tora ITO ce MapaMeTapcKke METOJE 3a 3ajeJHUYKy IPErocTaBKy Ja
CTaTUCTHYKH CKYII U3 KOTa C€ y3MMa y30paK NMa HOPMAJTHY pactojely.
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5. 3BAKIbYYAK

Bucokn craHmapam 3a  moy3gaHo (DyHKIMOHMCAamke MAIIMHCKAX CHCTeMa |
KOHCTPYKIIM]ja 3aXTeBajy TeMeJbHY aHAJIM3y MOY3/1aHOCTH ca CBUX acriekrara. [loctuzame Tor
mba omMoryhaBa mpuMmeHa mpopadyHa MAIIMHCKAX CHCTEMa W KOHCTPYKIMja Ha OCHOBY
3ajaTUX MapameTapa, Kao IITO Cy: BpeMe HCIPAaBHOT paja, MHTE3UTET OTKa3a M 3aXTeBaHa
MOY3/1aHOCT.

HajnpubnmwkHuju pe3ynraTH MOYy3IaHOCTH [00Hjajy ce KopHumhemeM pacmojena
MHTE3UTeTa OTKa3a. Pacronenama nHTE3UTETa OTKAa3a MOXKE CE MPEIBUACTH BPEME UCTIPABHOT
pana cucrema.

VYBohemeM BHCOKMM CTaHIap[a 3axTeBajy MOy3AaHH paj KoHCTpyuuja. Hayka o
MOY3JJaHOCTH ce 0a3upa Ha MPHMEHHU TeOopHje BepoBaTHONE W MaTeMaTHYKe CTATUCTHKE, jep
ce y TOy3JaHOCTH OTKa3 TpeTupa Kao ciydajaH norahaj, Bpeme paga je ciaydajHa
MIPOMEHJbMBA, A CIlyYajHe BEIIMYMHE C€ TPETHPAjy Y TEOpHjU BepoBaTHOhEe M MaTEMaTH4KOj
cratucTHIU. MehyTum, oBe MaremaTtmdke MeTone cy camo opyhe ma Oum ce ocTBapuiu
KOHAYHU 3aJ[alld, TECHO BE3aHU 3a TMPAKCy MPOjeKTOBamba, MPOU3BOAE M EKCIUIOATAIH]je
MOY3/1aHOCTH TEXHHYKUX CHCTEMA.

Cama TmOy31aHOCT MOXKE C€ TPETIIOCTaBJbaTH Ha OCHOBY EKCIUIOATAllMOHUX
KapaKTepUCTHKA.

Hagenenu o0imiy 3aKkoHa pacrmojielie 3a TMCKPEeTHE U HETMPEKUAHE CIydajHe BeTHUNHE
(dpynkmja pacmnozene, HU3 pacrojesnie, TYCTUHA paclojelie) MpeacTaBibajy Heke (yHKIUje
KOj€ MOTITYHO OIUCY]y CIy4ajHy BETUYHHY.

Y MHOTHM ciTydajeBHUMa U3 MpaKce HHje HEOMXOIHO JIa Ce CITyYajHa BeIMYHMHA OIHIIE Y
MOTITYHOCTH, U Ja ce oapel)yjy 3aKoHH WmeHe pacnonene. Hajuenrhe je MoBOJBHO J1a ce 3HAjY
HeKd OpOjHU MapaMeTpu, KOju y oApeheHOM CTerneHy KapaKTEepHIly CYIITHHCKE OCOOWHE
pacriozienie ciiyuajHe nmpomeHJbuBe. Ha mpumep, on umHTepeca je OpojHM Hapamerap KOju
MOKa3yje HEKy Cpeamby BpPEIHOCT OKO KOje ce Tpynuiry Moryhe BpeIHOCT cliydajHe
NIPOMEHJbMBE, WIM TMapaMmerap KOju IIOKa3yje CTENEeH pacTypama BpPEAHOCTU CIydajHe
BEJIMYMHE Y OJTHOCY Ha Cpelmy BpeaHocT. OBaKBH OpOjHM MapaMeTpH Ha3uBajy ce OpOJHUM
KapaKkTepUCTHKaMa ClTyyajHe IPOMEHJBHBE - TApaMeTPH pacIoiene).

VY pany je Ouno peun o MojAeIMMa pacmojelsie BpeMeHa MCIPaBHOT pajaa, a moceOHa
MaXKmka je mocBeheHa HOpMallHOj PACIIOACITH

Hopmana pacmogema je jegHa TpaHWyHa pacrojeiia Koja ce HE MOXKE JIUPEKTHO
nocmarpatu. [Ipennsnuje oapehuBame ce oapehyje ca pactyhum n Bpimo Op30, Tako aa je
Beha pacrogena neke cyme on 30, wiu 40, HE3aBUCHUX MHACTHYHO TMOAC/HEHUX CITY4YajHUX
BEJIMYMHA HEKO] HOPMAIIHO] PACIIOIEH BPJIO CIMYHA.

[TyHo mpupoaHNX, MPUBPEIHUX W HHKEHEPCKO HAYYHHX IpOIleca ONMUCYjy ce oMohy
HOpMaJIHE pacroiesie Wik NPEeUU3HO WIK y HajMaky PyKy y BeoMa 100poj arnpoKCUMAIIH]H.

Ha ocHoBy o6nmka rpaduka ryCTHHE HOpPMaJIHE PAcIiofieNie MOXKe Jia Ce 3aKJby4H Jia
cpedma BPEIHOCT, MEJHMjaHa U MOJa pacrojeie umajy jeaHake BpeaHocTu. [lopen Tora,
Koe(DHUIMjEeHTH acCUMETPHje U EKCIleca HOPMATHE PacIiofielie Cy jeAHAKU HYJIH.
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OO63upoM 51a ce HOpMaliHa pacmojenia Hajuenthe KOpPUCTH 3a MOJENIHpame BpEeMEeHa
pazma 10 OTKasa y Mepuojly CTapemha MAITMHCKUX CUCTEMa U FIbUXOBUX KOMITOHEHTH, TIE je U
3natHO Behe on 30, BepoBatHoha P (T < 0) je 3aHemMapsbuBO Maa.

Hopmamna wmu TaycoBa pacmozmena ce cmarpa HajUONMYJApPHHJOM  PAcCIoONEIoM
BepoBaTHohe y craructun. [loctoju HekoaMKo pasziora 3a To. [IpBo, HOpManIHOj pacnoaenu
C€ aHAJUTHUYKKA MOXKE Beoma Jiako yhu y Tpar, To ject, BeIMKH Opoj pe3ysrara y BE3U OBE
pacrioziesie MOXKe C€ U3BECTH y eKCIUTUIMTHOM 00JHKY. Jlpyro, HopMaiiHa pacrnojesnia HacTaje
Kao pe3yiTar eHTpaIHe TpaHUYHE TeopeMe, Koja Kake /1a y O6JaruM yclioBUMa 30Up BEJTUKOT
Opoja ciay4yajHUX IPOMEHJbUBHUX ce pacnopelyje mpubimxao HopMmanHo. Ha kpajy, 3BoHacTu
o0NMMK HOpPMaJHE pacmojiele je TOorofaH 3a MOJCIHpPAke BEIMKOT Opoja CilydajHO
MIPOMEHJBUBHUX KOje ce cpehy y Mmpakcu.
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Jooamax /[1. Bpeonocmu eycmutne cmanoapou3osane HOpmaiHe pacnooeie

1 2
0(z) =——e%/2, 320,00 < z < 4,99

V2r

z ,00 ,01 ,02 ,03 ,04 ,05 ,06 ,07 ,08 ,09

,0 | ,3989 | ,3989 | ,3989 | ,3988 | ,3986 | ,3984 |,3982 | ,3980 | ,3977 | ,3973
,1 | ,3970 | ,3965 | ,3061 | ,3956 | ,3951 | ,3945 |,3939 | ,3932 | ,3925 | ,3981
2 | ,3910 | ,3902 | ,3894 | ,3885 | ,3876 | ,3867 |,3857 | ,3847 | ,3836 | ,3825
3 | 3814 | ;3802 | ,3790 | ,3778 | ,3765 | ,3752 |,3739 | ,3725| 3712 | ,3697
4 | ,3683 | 3668 | ,3653 | ,3637 | ,3621 | ,3605 |,3589 | ,3572| ,3555 | ,3538
5 | L3521 | ,3503 | ,3485 | ,3467 | ,3448 | ,3429 |,3410 | ,3391 | ,3372 | ,3352
,6 | ,3332 | ,3312 | ,3292 | ,3271 | ,3251 | ,3230 |,3209 | ,3187 | ,3166 | ,3144
,7 | ,3123 | ;3101 | ,3079 | ,3056 | ,3034 | ,3011 |,2989 | ,2966 | ,2943 | ,2920
8 | ,2897 | ,2874 | ,2850 | ,2827 | ,2803 | ,2780 |,2756 | ,2732 | ,2709 | ,2685
9 | ,2661 | ,2637 | ,2613 | ,2589 | ,2565 | ,2541 |.,2516 | ,2492 | ,2468 | ,2444
1,0 | ,2420 | ,2396 | ,2371 | ,2347 | ,2323 | ,2299 |,2275 | ,2251 | ,2277 | ,2203
L1 | ,2179 | ,2155 | ,2131 | ,2107 | ,2083 | ,2059 |,2036 | ,2012 | ,1989 | ,1965
1,2 | ,1942 | ,1919 | ,1895 | ,1872 | ,1849 | ,1826 |,1804 | ,1781 | ,1758 | ,1736
1,3 | ,1714 | ,1691 | ,1669 | ,1647 | ,1626 | ,1604 |,1582 | ,1561 | ,1539 | ,1518
1,4 | ,1497 | ,1476 | ,1456 | ,1435 | ,1415 | ,1394 |,1374 | ,1354 | ,1334 | ,1315
1,5 | ,1295 | ,1276 | ,1257 | ,1238 | ,1219 | ,1200 |,1182 | ,1163 | ,1145 | ,1127
1,6 | ,1109 | ,1092 | ,1074 | ,1057 | ,1040 | ,1023 |,1006 | ,09893| ,09728 | ,09566
1,7 | ,09405 | ,09246 |,09089 |,08933 | ,08780| ,08628 |,08478| ,08329| ,08183 | ,08038
1,8 | ,07895 |,07754 |,07614 |,07477 | ,07341| ,07206 [,07074| ,06943| ,06814 | ,06687
1,9 | ,06562 |,06438 |,06316 |,06195 | ,06077| ,05959 |,05844| ,05730| ,05618 | ,05508
2,0 |,05399 |,05292 |,05186 |,05082 | ,04980| ,04879 {,04780| ,04682| ,04586 | ,04491
2,1 |,04398 |,04307 |,04217 |,04128 | ,04041| ,03955 |,03871| ,03788| ,03706 | ,03626
2,2 |,03547 |,03470 |,03394 |,03319 | ,03246| ,03174 |,03103| ,03034| ,02965 | ,02294
2,3 |,02833 |,02768 |,02705 |,02643 | ,02582 | ,02522 |,02463| ,02406| ,02349 | ,02294
2,4 |,02239|,02186 |,02134 |,02083 | ,02033 | ,01984 |,01936| ,01888| ,01842| ,01797

53




3aBpILIHU paj

Hacmasax mabene J[1.

p(z) =

—z2/2

, 300,00 < z<4,99

,01

,02

,04

,05

,06

2,5

,01753

,01709

,01667

,01585

,01545

,01506

,01468

,01431

,01394

2,6

,01358

,01323

,01289

,01223

,01191

,01160

,01130

,01100

,01071

2,7

,01042

,01014

,0°9871

,0°9347

,0°9094

,0°8846

,0°8605

,0°8370

,0°8140

2,8

077915

,0°7697

,0°7483

,0°7071

,0°6873

,0°6679

,0°6491

076307

,0°6127

2,9

,0°5953

,0°5782

,0°5616

,0°5296

,0°5143

,0°4993

,0°4847

,0°4705

,0°4567

3,0

,0°4432

,0°4301

,0°4173

,0°3928

,0°3810

,0%3695

,0°3584

,0°3475

,0°3370

3,1

,0°3267

,0°3168

,0°3070

,0°2884

,0°2794

,02707

,0°2623

,0°2541

,0°2461

3,2

,0°2384

,0°2309

,0°2236

,0°2096

,0°2029

,0°1964

,0°1901

,0°1840

,0°1780

3.3

,0°1723

,0°1667

071612

,0°1508

,0°1459

01411

071364

,0°1319

,0°1275

3.4

,0°1232

071191

0’1151

,0°1075

,0°1038

,0°1003

,0°9689

,0°9358

,0°9037

3,5

,0°8727

,0°8426

,0°8135

,0°7581

,0°7371

,0°7061

,0°6814

,0°6575

,0°6343

3,6

,0°6119

,0°5902

,0°5693

,0°5294

,0°5105

,0°4921

,0°4744

,0°4573

,0°4408

3,7

,0°4248

,0°4093

,0°3944

,0°3661

,0°3526

,0°3396

,0°3271

,0°3149

,0°3032

3.8

,0°2919

,0°2810

,0°2705

,0°2506

072411

,0°2320

,0°2232

,0°2147

,0°2065

3,9

,0°1987

,0°1910

,0°1837

,0°1698

,0°1633

,0°1569

,0°1508

,0°1449

,0°1393

4,0

,0°1338

,0°1286

,0°1235

,0°1140

,0°1094

,0°1051

,0°1009

,0%9687

,0%9299

4,1

,0°8926

,0%8567

,0%8222

,0*7570

,0%7263

,0%6967

,0%6683

,0%6410

0%6147

4,2

,0%5894

,0%5652

,0%5418

,0%4979

,0%4772

,0%4573

,0%4382

,0%4199

,0%4023

4,3

,0°3854

,0%3691

,0%3535

,0%3242

,0°3104

,002972

,012845

,012723

,012606

4,4

,012494

,0"2387

,0"2284

,0°2090

,0°1999

01912

01829

,0°1749

0%1672

4,5

,0°1598

,0°1528

,0%1461

,0%1334

041275

01218

01164

01112

,0%1062

4,6

01014

,0°9684

,0°9248

,0°8430

,0°8047

,0°7681

,0°7331

,0°6996

,0°6676

4,7

,0°6370

,0°6077

,0°5797

,0°5274

,0°5030

,0°4796

,0°4573

,0°4360

,0°4156

4,8

,0°3961

,0°3775

,0°3598

,0°3267

,0°3112

,0°2965

,0°2824

,0°2690

,0°2561

4,9

,0°2429

,0°2322

,0°2211

,0°2003

,0°1907

,0°1814

,0°1727

,0°1643

,0°1563
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Jooamax /[2. Bpeonocmu cmanoapouszosane HOpMaiHe pacnooee

VA
1
F(z) = \/T_n je‘zz/zdz, 320,00 < z < 4,99

z | ,00 01 02 | ,03 04 ,05 ,06 07 ,08 ,09

0 | .,5000 | ,5040 | ,5080 | ,5120 | ,5160 | ,5199 | ,5239 | ,5279 | ,5319 |,5359
1 |,5398 | ,5438 | ,5478 | ,5517 | ,5557 | ,5596 | ,5636 | ,5675 | ,5714 | ,5753
2 | .,5793 | ,5832 | ,5871 | ,5910 | ,5948 | ,5987 | ,6026 | ,6064 | 6103 | ,6141
3 | .,6179 | ,6217 | ,6255 | ,6293 | ,6331 | ,6368 | ,6406 | 6443 | 6480 | ,6517
4 | ,6554 | ,6591 | ,6628 | 6664 | ,6700 | 6736 | 6772 | ,6808 | 6844 | ,6879
5| ,6915 | ,6950 | ,6985 | ;7019 | ,7054 | ,7088 | ,7123 | ,7157 | ,7190 | ,7224
6 | 7257 | 7291 | ,7324 | ;7357 | ,7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | ,7549
7 | ,7580 | 7611 | ,7642 | ;7673 | ,7703 | 7734 | 7764 | 7794 | ;7823 | ,7852
8 | .,7881 | ,7910 | ,7939 | ;7967 | ,7995 | ,8023 | ,8051 | ,8078 | ,8106 | ,8133
9 | 8159 | ,8186 | ,8212 | ,8238 | ,8264 | ,8289 | 8315 | ,8340 | ,8365 | ,8389
1,0 | ,8413 | ,8438 | 8461 | ,8485 | ,8508 | ,8531 | ,8554 | ,8577 | ,8599 | 8621
1,1 | ,8643 | ,8665 | ,8686 | ,8708 | ,8729 | ,8749 | ,8770 | ,8790 | ,8810 | ,8830
1,2 | ,8849 | ,8869 | ,8888 | ,8907 | ,8925 | ,8944 | .8962 | ,8980 | ,8997 [,90147
1,3 |,90320 | ,90490 | ,90658 | ,90824 | ,90988 | ,91149 | ,91309 |,91466 |,91621 |,91774
1,4 ,91924 | 192073 | ,922201,92364 | ,92507 | ,92647 | ,92785 |,92922 |,93056 |,93189
1,5 [,93319 | ,93448 | 193574 |,93699 | ,93822,93943 | ,94062 |,94179 |,94295 |,94408
1,6 |,94520 | ,94630 | ,94738,94845 | ,94950 | ,95053 | ,95154 |,95254 |,95352 |,95449
1,7 |,95543 | ,95637 | ,95728,95818 | ,95907 | ,95994 | ,96080 |,96164 |,96246 |,96327
1,8 |,96407 | ,96485 | 196562 |,96638 | ,96712 | ,96784 | ,96856 |,96926 |,96995 |,97062
1,9 ,97128 | ,97193 | ,97257],97320 | ,97381 | ,97441 | ,97500 |,97558 |,97615 |,97670
2,0 [,97725 | 97778 | ,97831],97882 | ,97932 | ,97982 | ,98030 |,98077 |,98124 |,98169
2,1 |,98214 | ,98257 | ,98300],98341 | ,98382 | ,98422 | ,98461 |,98500 |,98537 |,98574
2,2 |,98610 | ,98645 | 98679 ,98713 | ,98745 | ,98778 | ,98809 |,98840 |,98870 |,98899
2,3 |,98928 | ,98956 | ,98983 [,9°0097 |,9°0358(,9°0613 | ,9°0863 [,9°1106[,9°1344 |,9°1576

971802 | ,9°2024|,9°22401,972451 | ,9°2656|,972857|,9°3053 |,9°3244(,9°3431 973613

VI\J
I
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Hacmasak 0ooamka /]2.

Z
1
F(z) = \/T_n f e %24z, 320,00 < z < 4,99

z ,00 ,01 ,02 ,03 ,04 ,05 ,06 ,07 ,08 ,09

2,5 1,9%3790 | ,9%3963|.,9°4132(,9%4297 | ,9°4457| ,9%4614 | ,.9°4766 |,9°4915|,9°5060 |,925201

2,6 |19%5339 |,9°5473|,9%5604(,9°5731 | ,9°5855|,9°5975 | ,9°6093 |,9°6207 |,9°6319 |,9%6427

2,7 1,9%6533 | ,9%6636|,9%6736/,9°6833 | ,9%6928,9%7020|,9°7110 |,9°7197 |,9%7282 |,9*7365

2,8 |,9%7445 | 977523 .,9%7599(,9%7673 | ,9°7744| 9*7814 | ,9°7882 |,9°7948 |,9°8012 |,9°8074

2,9 |,9%8134 |,9°8193|,978250(,9%8305 | ,9°8359(,978411 | ,9°8462 |,9°8511 |,9°8559 |,9°8605

3,0 1,9°8650 |,978694|,978736/,9°8777 | ,9°8817/,9°8856|,9°8893 |,9°8930 |,928965 |,9°8999

3,1 1,9°0324 | ,9°0646|,9°0957|,9°1260 | ,9°1553(,9°1836(,9°2112 (,9°2378 |,9°2636 |,9°2886

3.2 1,9°3129 [,9%3363(,9%3590|,9°3810 | ,9°4024|,9°4230|,9°4429 |,9°4623 934810 |,9°4991

3,3 1,9°5166 | ,9°5335(,9°5499|,9°5658 | ,9°5811/,9°5959|,9°6103 |,9°6242 ,9°6376 |,9°6505

3.4 1,9°6631 [,9°6752(,9°6869/,9°6982 | ,9°7091,9°7197|.,9°7299 |,9°7398 |,9*7493 |,9>7585

3,5 |,9°7674 | ,9°7759|,9°7842| ,9°7922|.,9°7999(,9°8074 | ,9°8146 |,9°8215 |,9°8282 |,9°8347

3,6 1,9°8409 | ,9°8469|,9°8527/,9°8583 | ,9°8637(,9°8689 | ,9°8739 |,9°8787|,9°8834 |,9°8879

3,7 1,9°8922 |,9°8964,9%0039| ,9%0426| ,9*0799(,9*1158 |,9*1504 |,9*1838[,9*2159(,9*2568

3,8 1,9%2765 | ,9*3052(,9*3327/,9%3593 | ,9%3848/,9*4094 | ,9*4331 |,9%4558 |,9*4777 |,9*4988

3,9 1,9%5190 [,9*5385(,9*5573,9%5753 | ,9*5926/,9%6092 | ,9*6253 |,9*6406 |,9*6554 |,9°6696

4,0 [,9*68331,9%6964,9*7090(,9*7211 | ,9%7327/,9%7439 | ,9%7546 | ,9*7649 |,97748 |,9*7843

4,1 |,9*7934|,9%8022|,9%8106|,9*8186 | ,9°8263|,9*8338 |,9*8409 |,9*8477(,9%8542 |,9*8605

42 |,9°8665 |,9%8723|,9%8778(,9*8832 | ,9*8882|,9*8931 |,9%8978 [,9°0226|,9°0655 |,9°1066

43 [,9°1460 | ,9°1837(,9°2199(,9°2545 | ,9°2876/,9°3193 | ,9°3497 |,9°3788(,9°4066 |,9°4332

4.4 |,9°4587(,9°4831/,9°5065(,9°5288 | ,9°5502|,9°5706 | ,9°5902 [,9°6089 |,9°6268 |,9°6439

45 [,9°6602 | ,9°6759],9°6908(,9°7051 | ,9°7187|,9°7318|,9°7442 |,9°7561(,9°7675 |,9°7784

4.6 [,9°7888|.,9°7987|,9°8081(,9°8172 | ,9°8258|,9°8340 | ,9°8419 |,9°8494 |,9°8566 |,9°8634

47 |,9°8699 | ,9°8761|,9°8821(,9°8877 | ,9°8931|,9°8983 |,9%0320 |,9°0789(,9°1235 |,9°1661

4.8 |,9%2067 |,9%2453|,9%2822(,9°3173 | ,9°3508|,9%3827 |,9°4131 |,9%4420(,9°4696 |,9°4958

4.9 |,9°5208 | ,9°5446|,9°5673(,9°5889 | ,9°6094|,9°6289 | ,9°6475 |,9°6652 |,9°6821 |,9°6981
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